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RESUMEN

El cokrigeaje es el interpolador geoestadistico multivariante que ademas puede utilizarse para estimar factores espaciales (cokrigeaje facto-
rial) y para estimar la funcion de densidad local (cokrigeaje de indicatrices). Sin embargo, estas no son las Unicas extensiones que permite
el cokrigeaje, sino que su gran versatilidad se muestra en este trabajo con la revision de nuevas aplicaciones. La primera extension es el
cokrigeaje de desagregacion que se ha utilizado satisfactoriamente enTeledeteccion para la fusion de iméagenes de diferente resolucion es-
pacial y espectral. En segundo lugar esté el uso del cokrigeaje como solucion al problema inverso en hidrogeologia donde se estima la trans-
misividad haciendo uso de las abundantes medidas existentes del nivel piezométrico y teniendo en cuenta la ecuacion del flujo subterraneo
que relaciona la transmisividad y el nivel piezométrico. En tercer lugar tenemos el cokrigeaje adaptado para estimar la derivada direccional
de una variable escalar e ilustrado con la estimacién del gradiente hidraulico en un acuifero. Finalmente el cokrigeaje se puede adaptar para
introducir las condiciones de contorno en el problema de estimacién, como por ejemplo, en la estimacién del nivel piezométrico de un acui-
fero teniendo en cuenta los bordes impermeables. Se ilustra toda la anterior metodologia con datos del acuifero de laVega de Granada.
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A review of new methodological applications for co-kriging in Earth Sciences

ABSTRACT

Cokriging is the multivariate geostatistical estimator that has also been used for estimating spatial factors (factorial cokriging) and for
estimating the local distribution function (indicator cokriging). Nevertheless, we show here the flexibility that cokriging offers by reviewing
four new applications: (i) downscaling cokriging for image sharpening in remote sensing; (ii) cokriging as a solution to the inverse problem
in hydrogeology; (iii) cokriging for estimating directional derivatives; and (iv) cokriging interpolation taking into account boundary condi-
tions. The different applications are illustrated with data from the Vega de Granada aquifer in southern Spain.
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Introduction

Geostatistics is accepted nowadays as a standard technique for spatial analysis in GIS applications. The use of GIS technology for solving
problems in hydrogeology and environmental geology is constantly increasing. Within this context cokriging is the multivariate geostatistical
interpolation for generating maps of a primary variable using data concerning that variable and also secondary variables correlated with the
former. In geostatistics the primary and secondary variables are random functions and the most general model is to assume that the random
function has two components: a smooth component (the drift), which represents low-frequency variation, and a residual, which represents the
high-frequency variability. The residuals are considered to be second-order stationary and thus characterized by the covariance function and the
cross-covariance. The cokriging system is obtained by minimizing the estimation variance taking into account the conditions of unbiasedness.
Figure 1A shows the usual experimental data disposition in cokriging [which is half-way between a perfect heterotopic case (Figure 1B) and a
perfect isotopic case (Figure 1C)], where some of the primary and secondary data have been measured at the same locations. Nevertheless, the
most efficient case is when the secondary variable is known throughout the study area (Figure 1D). This is the ordinary cokriging estimator that
is frequently used in many applications. We review here four different extensions of ordinary cokriging and illustrate them in a case study.

Downscaling cokriging

In downscaling cokriging, the estimation support of the variable being estimated is smaller than its experimental support. In remote sens-
ing, downscaling cokriging may be used for image sharpening or image fusion. In this kind of cokriging there are several covariances and
cross-covariances that must be estimated using a deconvolution-convolution numerical procedure.
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Cokriging as solution of the inverse problem in hydrogeology

The inverse problem in hydrogeology consists of gaining information about the hydraulic conductivity or transmissivity of an aquifer by
using data concerning the water head and equations defining groundwater flow. The cokriging solution involves using a cross-covariance
between transmissivity and water head that has been obtained theoretically by taking into account the groundwater flow equations and
aquifer boundary conditions. The purpose of the inverse problem is to use an easy-to-measure variable (water head) to gain information
about variables which are either more difficult or more expensive to measure (transmissivity).

Cokriging for estimating directional derivatives

There are problems in earth sciences where one is interested in calculating the directional derivative of a given scalar variable. For ex-
ample, in a two dimensional problem the hydraulic gradient is a vector which two components are the directional derivatives of water
head along the directions of the principal axes. Cokriging can be adapted for this kind of estimation. Furthermore, by using linear-systems
theory, the covariance of the directional derivative and the cross-covariance between the directional derivative and the scalar variable can
be obtained theoretically from the covariance of the scalar variable. Other applications in earth sciences may be found in terrain analysis
and geophysics.

Cokriging for estimating a variable taking into account boundary conditions

This extension is closely related to the previous one but the roles of primary and secondary variables are interchanged. The primary vari-
able is the scalar variable and the secondary variable is the directional derivative. Thus, boundary conditions can be included in the estima-
tion by expressing the boundary conditions in the form of directional derivatives. For instance, impermeable boundary conditions in an
aquifer reveal that the directional derivatives of the water head perpendicular to the boundary are null.

Case study

We have chosen the Vega de Granada area (Fig. 2A) in southern Spain to illustrate the different extensions of cokriging dealt with in this
paper. The area is an unconfined detrital aquifer (Fig. 2B) of around 200 km?. Figure 3 shows the ETM+ Landsat-7 images for band 1 (Fig. 3A)
and the panchromatic band 8 (Fig. 3B). The task of the study was to estimate the multispectral images for bands 1, 2 and 3, which have low
spatial resolution, at the same resolution as the panchromatic band (secondary information). Figure 4A shows the experimental variogram
of band 8 and the induced model obtained by Equation (21) when estimating a point-support covariance (or variogram) by deconvolution.
The same is done for the multispectral bands, and with the point-support models thus obtained it is possible to estimate all the covari-
ances needed for downscaling cokriging of bands 1, 2 and 3. Once the fused bands are obtained it is possible to end up with false colour
compositions such as the one shown in Figure 4B, which can be used in different environmental applications.

The other cokriging extensions will be illustrated with the water-head data of Figure 5A and log-transmissivity data of Figure 5B. It can
be seen how the transmissivity data are measured preferentially in the middle of the aquifer, where transmissivity is high, whilst the water-
head data are more homogeneously distributed throughout the aquifer. The experimental semi-variogram model of log-transmissivity
is shown in Figure 6 together with the model fitted by maximum likelihood. The latter is an inference method that can be used to assess
the uncertainty of the estimated parameters of the variogram (Fig. 7). The log-transmissivity kriging map is shown in Figure 8A whilst the
estimation standard deviation is shown in Figure 8B. It can be seen that the greater errors occur at the border of the aquifer, where there
is no transmissivity data. While log-transmissivity does not show a clear drift the water-head data do show a drift, which produces the
high anisotropic behaviour of the experimental variogram in Figure 9A. The experimental variogram of the stationary residual and the fit-
ted model appears in Figure 9B. The water-head cokriging map is shown in Figure 10A whilst the estimation standard deviation is shown
in Figure 10B. The geostatistical solution to the inverse problem is set out in Figure 11. Figure 11A shows the cokriging map whilst Figure
11B shows the estimation standard error. A comparison of Figure 11A with Figure 8A reveals that in the former there is more detail in the
variability of the log-transmissivity and the standard deviation of the estimation error is smaller than in ordinary cokriging. The estimation
of the water head may also be improved by the same cokriging system of the inverse problem, as can be seen in Figure 12, which may be
compared with Figure 10.

The third extension of cokriging is the estimation of directional derivatives. The estimated directional derivative of the water head in an
easterly direction is shown in Figure 13A. Figure 13B shows the standard deviation of the estimation error. The gradient may be arrived at
by estimating the directional derivatives along the main axes of the co-ordinates. Furthermore, because the gradient is a linear operator
it makes sense to estimate the mean gradient for the whole aquifer, as is illustrated in Figure 14A. Figure 14B shows the standard error of
the estimate of the mean gradient. The gradient may be locally estimated, on the other hand, and represented by an arrow map such as the
one in Figure 15, in which the direction of the arrow gives the direction of the gradient and the length of the arrow is proportional to the
magnitude of the gradient at that location.

The forth and last extension is the estimation of a scalar variable taking into account boundary conditions. The boundary conditions
are taking into account as known directional derivatives. For example in Figure 16 the boundaries of no flow as well as the directions of
null directional derivatives are shown for the Vega de Granada aquifer. The difference of a estimated piezometric map without considering
boundary conditions and taking into account boundary conditions may be seen by comparing Figures 17A and Figure 17B. Figure 17B that
has been generated by taking into account the boundary conditions, shows how the water head level contours are perpendicular to the
no-flow boundaries.

Conclusions

Geostatistical cokriging is not only an efficient method of multivariate interpolation but a very flexible interpolator which, with the different
extensions show in this paper, has new applications in different disciplines of earth sciences. Downscaling cokriging can be used in remote
sensing for image fusion but other applications might be envisaged in spatial analysis. With regard to the cokriging solution to the inverse
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problem in hydrogeology, in other problem settings other physical equations describing the relationship between primary and secondary
variables could be used to obtain an appropriate cross-covariance for cokriging. We have illustrated the cokriging method for estimating
directional derivatives with the calculation of the hydraulic gradient but its use can be extended to slope estimation in terrain analysis or
to other gradient estimation problems in geophysics. Finally, the inclusion of boundary conditions leads to an improvement in kriging esti-
mates of water head but it may clearly be useful in the estimation of any other scalar variable where there is boundary information.

Introduccion

El analisis espacial es una etapa fundamental en el
desarrollo de muchas aplicaciones y estudios en hi-
drogeologia y geologia ambiental. Dicho andlisis esta
actualmente integrandose en modelos de sistemas
de informacion geografica (SIG) para tratar proble-
mas relacionados con el medio ambiente y el cambio
global. Es por ello que el analisis espacial constitu-
ye un moédulo operativo muy importante en la meto-
dologia SIG que lo caracteriza frente a las bases de
datos espaciales, la cartografia automatica o los pa-
quetes estadisticos clasicos. Dicho analisis espacial
comprende un gran numero de técnicas procedentes
de la estadistica, el andlisis de senales, el analisis de
imagenes, técnicas computacionales modernas como
los algoritmos genéticos, las redes neuronales etc. Un
apartado de gran importancia lo constituye también la
geoestadistica cuyos médulos mas importantes como
la inferencia y el modelado del variograma, la estima-
cién espacial por krigeaje y la simulacion condicional
se han incluido recientemente en los programas SIG
mas relevantes. En este marco de trabajo, es bien co-
nocido que el cokrigeaje es la extension multivariante
del método de interpolacion espacial geoestadistica
conocido como krigeaje (Matheron, 1963). En el caso
mas sencillo, una variable regionalizada de interés, o
variable primaria, Z(u) se estima a partir de valores ex-
perimentales de dicha variable y valores experimen-
tales de una variable secundaria, ¥(u), que esta corre-
lacionada con la variable primaria. Asi, el valor de la
variable primaria en una localizaciéon u, donde no se
ha muestreado, se estima como una combinacion li-
neal de las variables primaria y secundaria multiplica-
das por unos pesos (Journel and Huijbregts, 1978):

Z'(u) = Y M2+ 2BV (w). ()

Donde Z* (u)) es el valor estimado de la variable
primaria en la localizacion espacial u,= {x,, y,} que se
considera un punto en el plano. El paso a una dimen-
sion superior no entrana ninguna dificultad. {Z (u); i =
1,...,n} son el conjunto de n valores experimentales de
la variable primaria. {Y(u);j=1,...m} son el conjunto
de m valores experimentales de la variable secunda-
ria. A} es el peso aplicado a Z(u) en la estimacion de

Z(u,) y B} es el peso aplicado a Y(u) en la estimacion
de Z(u,).

En geoestadistica la variable espacial Z(u) se mo-
dela como una variable aleatoria, y el valor experi-
mental observado es una realizaciéon de dicha variable
aleatoria. Asimismo el conjunto de todas las variables
aleatorias Z(u) de una regién del espacio u €y de in-
terés se considera como una funcién aleatoria Z(u) o
campo aleatorio. Six C R y d =2 se tiene un proble-
ma bidimensional como en este trabajo. Asimismo, el
modelo geoestadistico mas simple pero a la vez mas
util es aquel en el que la funcion aleatoria Z(u) se des-
compone en dos componentes (Wackernagel, 1991):

Z(u) = m(u) + R(uw), (2)

donde m(u): componente determinista que representa
la deriva o tendencia, esto es, la variabilidad suave o
de baja frecuencia de la funcién aleatoria. La deriva se
asume como la esperanza matematica de la funcion
aleatoria:

E{Z(u)} = m(u). (3)

La deriva se modela usualmente como un polino-
mio de bajo orden, aunque existen otras alternativas
(ver por ejemplo Brochu y Marcotte, 2003):

)4
m(u) =Y b.f;(w), (4)
i=0
con:
{b;i=0,...,p}: conjunto de coeficientes desconocidos

que es necesario estimar. {f(u);i=0,...,p}: conjunto de
funciones de base conocidas, usualmente monomios
de las coordenadas. Por ejemplo {1, x, y, xy, x% )} son
las seis funciones de base para el caso de una deriva
polinomial cuadratica en un problema bidimensio-
nal.

R(u) es el residuo o componente estocastico estacio-
nario de segundo orden (Chiles y Definer, 1999) de
media nula y con variograma y,(h) y covarianza C,(h),
cumpliéndose la relacion conocida y, (h) = C,(0) — C,(h).
El residuo representa la variabilidad de alta frecuen-
cia de la funcién aleatoria en torno a la deriva. Es de
notar que la covarianza o el variograma del residuo es
igual al variograma de Z(u), esto es, C,(h) = C,(h):

499



Pardo-lguzquiza, E., et al., 2011. Una revision de las nuevas aplicaciones metodoldgicas... Boletin Geoldgico y Minero, 122 (4): 497-516

Cr(h) = E{R(w)R(u +h)} = E{[Z(u) -

(5)
m)][Z(u+h)—m(u+h)]}=C,(h) .
Si Z(u) es estacionaria de segundo orden, entonces

la deriva es una constante para toda la zona de estu-
dio:

m(u) = my, (6)

donde se ha considerado la notacion m_=b;y f, = 1.

La variable secundaria Y(u) también se modela
como una funcion aleatoria aunque en general se
considera sin deriva, estacionaria de segundo orden
con su propio variograma yy(h).

Los pesos del estimador de cokrigeaje de la ecua-
cion (1) se obtienen de resolver el sistema de cokrigea-
je que se obtiene al minimizar la varianza de estima-
cion a la vez que se impone al estimador la condicidon
de ausencia de sesgo.

La condiciéon de ausencia de sesgo implica que
la esperanza matematica del error de estimaciéon es
cero:

E{Z"(u))~Z(uy)} =0, (7)

lo cual implica que los pesos han de cumplir una serie
de condiciones:

gxf =1, (8)

ZB =0, (9)

La varianza del error de estimacion se puede expre-
sar como (lsaaks y Srisvastava, 1989):

Var(Z'(u,) - Z(u,)} = 3. 3 ANC, () + 3 BIBIC, )

+23" 3 MBJCh(h,) = 2D NC,(hy) 2D BIC,(h,),
i=1 j=1

i=1 j=1

(10)

donde C (h) es la covarianza entre las variables alea-
torias Z(u)y Z(u)) cuya separacion es igual al vector h,
=u,—u,. Del mismo modo se definen C,, (h,) como la
covarianza cruzada entre las variables aleatorias Z(u,)
e Y(u):
CZy(hij):E{Z(ui)Y(uj)}_msz. (11)
El sistema de cokrigeaje se puede expresar en for-
ma matricial como:

C) =B, (12)

con
[ CZ (hll) Cz(hlﬂ) CZY(hll) CZY (hlm) 1 0_
C;(h,) C,(h,) Cuh,) Cyh,) 1 0
CYZ hll CYZ hl” CY hll CY hlm 0
C- ( ) ( ) (: ) (: ) ; (13)
Cy,(h,,) Cy,(h,,) Cyh,) G,,) 0
1 1 0 0 0
|0 0 1 1 |
] [ Cy(hyy) ]
I C,(h,)
0 C,,(h
A= :1 B= ZYE 10) (14)
Bl?’l CZY(hmo)
Hy 1
LM, L 0

La solucion del sistema de cokrigeje A = C'B pro-
porciona los valores de los pesos a utilizar en el esti-
mador de cokrigeje dado en la ecuacién (1).

El sistema de cokrigeje definido por la ecuacién
(12) es conocido como sistema de cokrigeaje ordina-
rio (Journel y Hijbregts, 1978; Isaaks y Srisvastava,
1989; Deutsch y Journel, 1992; Goovaerts, 1997; Chiles
y Delfiner, 1999; Remy et al., 2009) y es el mas utiliza-
do en la practica; habiéndose utilizado en mineria (por
ejemplo Journel y Hijbregts (1978) utilizando leyes de
diferentes menas en depodsitos de sulfuros masivos
polimetalicos), hidrogeologia (por ejemplo Hoeksema
et al. (1989) utilizando nivel piezométrico y cota topo-
gréafica del terreno), teledetecciéon (por ejemplo Atkin-
son et al. (1994) utilizando imagenes obtenidas por
sensores aerotransportados y de satélite), edafologia
(por ejemplo Lesch et al. 1995 con variables de sali-
nidad e induccion electromagnética), geofisica (por
ejemplo Doyen, (1988) utilizando porosidad y datos
de sismica de reflexion), meteorologia y climatologia
(por ejemplo Pardo-lguzquiza (1998) utilizando lluvia
y topografia), entre otras disciplinas de las Ciencias
de laTierra.

El cokrigeaje es particularmente util cuando la va-
riable secundaria estd mejor muestreada que la varia-
ble primaria como puede ser la estimacion de lluvia
utilizando datos de lluvia y datos de topografia pro-
cedentes de un modelo digital de elevaciones (Figura
1D). El caso en el que variable primaria y variable se-
cundaria estdn muestreadas en exactamente las mis-
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Figura 1. Configuraciones de cokrigeaje. A: caso heterotopico con
localizaciones donde se han muestreado la variable primaria y
la variable secundaria y otras localizaciones donde soélo se han
muestreado o la variable primaria o la variable secundaria. En el
cokrigeaje puntual se trata de determinar el valor de la variable
primaria en el punto senalado por la cruz mientras que en el
cokrigeaje de bloques se pretende conocer el valor medio de la
variable primaria dentro del circulo con linea discontinua. B: caso
heterotopico perfecto, no hay localizaciones espaciales donde
se hayan muestreado ambas variables simultaneamente. Este
caso puede presentar un problema en cuanto a la estimacion del
variograma cruzado. C: caso isotopico donde las variables se han
medido en localizaciones comunes. D: caso heterotopico donde la
variable secundaria muestrea completamente el area de interés
dando lugar al caso mas interesante de aplicacion del cokrigeaje.
Figure 1. Experimental sampling plansin cokriging.A:The heterotopic
case, including sites where both the primary and secondary
variables were sampled and others where only the primary or the
secondary variable was measured. In point cokriging the task is to
estimate the value of the primary variable at the point marked by a
cross in the figure, whilst in block kriging the aim is to estimate the
mean value of the primary variable inside a given area (circled with
a dashed line in the figure). B: The perfect heterotopic case, in which
there are no sites where both the primary and secondary variables
have been measured. This is a problematic case for the estimation
of the cross-variogram. C: Isotopic case, in which both the primary
and secondary variables have been measured at common sites. D:
Heterotopic case, in which the secondary variable is known for the
whole study area, giving rise to the most favourable case for the
application of cokriging.

mas localizaciones (caso isotopico, Figura 1C) y bajo
determinados supuestos, los resultados de cokrigeaje
son los mismos a los de krigeaje (Rivoirard, 1994). El
trabajo adicional que supone la utilizacién de la infor-
macién secundaria es fundamentalmente un proble-
ma de inferencia estadistica ya que ademas del vario-
grama (o la covarianza) de la variable primaria se han
de estimar el variograma de la variable secundaria y
el variograma cruzado entre la variable primaria y se-
cundaria. El calculo del variograma cruzado puede ser
un problema en el caso perfectamente heterotépico,
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esto es, cuando no hay localizaciones experimenta-
les donde se hayan medido tanto la variable prima-
ria como la secundaria (Figure 1B) en el cual puede
ser util el uso de pseudo-variograma cruzado (Myers,
1982, 1983, 1991). En cualquier caso el modelo lineal
de corregionalizacion (Goulard y Voltz, 1992) es el mas
utilizado en la practica. Con el modelo lineal de corre-
gionalizacion las mismas estructuras se utilizan para
modelar los diferentes variogramas experimentales
directos y cruzados:

Yz(h)zzakgk(h)’ (15)
YY(h):Zbkgk(h)’ (16)
YZY(h)ziclcgk(h)’ (17)

donde los coeficientes de corregionalizacion deben
cumplir la condicién:

a, c
v Ck| 2
=a,b, — ¢, >0,

(18)

¢ b

La funcion g,(h) es una estructura basica de vario-
grama, esto es un variograma de meseta unidad y un
alcance (isotropo o anisétropo) especificado. Cuando
a,=0, la estructura basica k-ésima no aparece en el va-
riograma de la variable primaria, cuando b, =0, la es-
tructura basica k-ésima no aparece en el variograma
de la variable secundaria y cuando ¢, =0, la estructura
basica k-ésima no aparece en el variograma cruzado.
Notese que una estructura basica que aparezca en el
variograma cruzado ha de aparecer obligatoriamente
en los variogramas directos.

En cuanto al soporte a estimar puede ser una loca-
lizacion puntual o cuasi-puntual (cokrigeaje puntual)
o el valor medio en un area (cokrigeaje de bloques)
siendo la informacion experimental de tipo puntual
(Figura 1A).

Ademas de la anterior aplicacion clasica donde el
cokrigeaje se utiliza para la estimacion de una variable
primaria con datos de una variable secundaria mejor
muestreada, también son aplicaciones clasicas el uso
de cokrigeaje para estimar componentes o factores
espaciales mediante cokrigeaje factorial (Matheron,
1982; Pardo-lguzquiza y Dowd, 2002) o la estimacion
de la funcion local de densidad de probabilidad me-
diante cokrigeaje de indicatrices (Journel, 1983; Par-
do-lguzquiza y Dowd, 2005).
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Ademas de las aplicaciones anteriores, que pueden
considerarse como clasicas, existen otras nuevas apli-
caciones metodoldgicas del cokrigeaje que surgen de
las siguientes condiciones especiales:

(i) La variable primaria se quiere estimar sobre un

soporte sobre el cual no ha sido observada y no
existe informacion puntual de la variable prima-
ria. Aunque pueda parecerlo, este caso no es el
cokrigeaje de bloques donde también se estima
la variable primaria sobre un soporte que no ha
sido observado ya que en cokrigeaje de bloques si
se dispone de informacién puntual de la variable
primaria (Figura 1A) y por tanto se ha estimado
el variograma sobre soporte puntual, siendo por
consiguiente posible el calculo del variograma
sobre otro soporte por regularizacion del vario-
grama puntual en el soporte no puntual (Journel
y Huijbregts, 1978).
Este cokrigeaje donde la variable primaria no se
conoce sobre soporte puntual aparece tipicamen-
te en teledeteccion para el problema de fusién de
imagenes que no es sino un problema de des-
agregaciéon (“downscaling”), donde la variable
siempre se observa sobre un soporte no puntual
definido por la resolucion espacial de la banda
espectral que se considere. El objetivo que se
pretende es el obtener imagenes de alta resolu-
cion espacial para bandas espectrales con baja
resolucidn espacial experimental. El cokrigeje de
desagregacion permite resolver este problema.

(ii) Otra aplicacion no clasica es cuando la variable pri-
maria y la variable secundaria estan relacionadas
por una ecuacion fisica conocida como por ejem-
plo la ecuacion diferencial de flujo subterraneo que
relaciona transmisividad y piezometria. Un sistema
de cokrigeaje que permite estimar la transmisivi-
dad a partir de medidas de transmisividad y nivel
piezomeétrico y teniendo en cuenta la ecuacion de
flujo subterraneo, suponen la solucion geoestadis-
tica al problema inverso en hidrogeologia.

(iii) Otro interesante recurso metodologico resulta de
considerar como variable de interés la derivada
espacial (direccional) de una variable escalar. La
variable escalar hace de variable secundaria y la
derivada direccional se considera como variable
primaria. Asi por ejemplo, el gradiente, como el
gradiente hidraulico en hidrogeologia, es una
variable vectorial cuyas dos (para el caso bidi-
mensional) componentes son la derivadas direc-
cionales a lo largo de los ejes principales. Otras
aplicaciones pueden encontrarse en geofisica y
analisis cuantitativo del relieve.

(iv) Una variante del caso anterior resulta de consi-
derar la variable escalar como variable primaria

y la derivada direccional como variable secunda-
ria. De este modo es posible tener en cuenta las
condiciones de contorno en la estimacion de la
variable escalar de interés. Las condiciones de
contorno se introducen mediante derivadas di-
reccionales que se incluyen como variable secun-
daria en el sistema de cokrigeaje.

Desagregacion espacial por cokrigeaje

El problema de fusion de imagenes en teledeteccion
puede considerarse como un problema de desagre-
gacion espacial en el cual se pretende incrementar la
resolucion espacial de una banda espectral de baja re-
solucién utilizando dicha banda y otra banda espectral
diferente de mayor resolucién espacial. El estimador
de la ecuacion (1) se puede escribir de nuevo teniendo
en cuenta la importancia del soporte (tamano de pixel
o resolucion espacial) de la informacion experimental:

Z ()= Y07, )+ > BV u), (19)

donde v es el soporte de alta resoluciony Ves el sopo-
rte de baja resolucién, esto es se cumple la relacion:
® << v < V, siendo ® un soporte cuasi-puntual. El sis-
tema de cokrigeaje que proporciona los pesos en la
ecuacion (19) es similar al dado en las ecuaciones (12)
a (14) pero teniendo en cuenta el soporte lo que da
lugar por ejemplo a la siguiente matriz B:

[C(hy) |

C; (h,)
C (hyy) 20)
1
0

C;'(h ) es la covarianza entre las variables aleatorias
Z,(u)y Z(u)y Cy(h ) es la covarianza entre las va-
riables aleatorias Z (u) e Y (u)). La variable aleatoria
Z (uy) no ha sido observada luego las covarianzas en
la matriz de la ecuacién (20) no pueden estimarse
experimentalmente. La solucién propuesta en Pardo-
Iguzquiza et al. (2006) y Atkinson et al. (2008) es una
técnica numérica de convolucion y deconvolucién. El
método consiste en proponer modelos de covarianza
sobre soporte puntual C; (h,)) que se introducen en la
ecuacion (Matheron, 1962):
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TV (h)=Cy () *py(h), (21)

que produce un modelo de covarianza inducido
GVZV (h) y que puede compararse con la covarianza ex-
perimental C/(h). En la ecuacion (21), p,(h) es el co-
variograma geométrico de Matheron (1975) y * es el
operador de convolucion. El procedimiento iterativo
consiste en encontrar el modelo de covarianza sobre
soporte puntual que minimice la diferencia entre el
modelo de covarianza inducido y experimental sobre
el soporte V en la ecuacién (21). Una vez conocido la
covarianza (variograma) sobre soporte puntual es po-
sible obtener la covarianza en cualquier otro soporte
por regularizacién siendo por consiguiente posible el
calcular todas las covarianzas requeridas en el siste-
ma de cokrigeaje. Un programa de ordenador para
desagregacion por cokrigeaje puede encontrarse en
Pardo-lguzquiza et al. (2010).

Cokrigeaje como solucion geoestadistica
del problema inverso en hidrogeologia

El mapa de cokrigeaje de transmisividad a partir de
transmisividad y piezometria y utilizando la covarian-
za cruzada impuesta por las condiciones hidrodinami-
cas es la solucidon geoestadistica del problema inver-
so (Hoeksema y Kitanidis, 1984; Dagan, 1985; Ahmed
y De Marsily, 1993). En este sistema de cokrigeaje, la
covarianza cruzada ha de tener en cuenta la ecuacion
de flujo subterraneo en regimen permanente y en au-
sencia de recargas o extracciones:

i(Y(u) GZ(u)) + a[Y(u) GZ(u)j =0,
ox ox oy oy

(22)

asi como el tipo de condiciones de contorno.

Dagan (1985), considerando un acuifero con domi-
nio infinito, con un nivel piezométrico Z(u) con una
deriva lineal a lo largo de uno de sus ejes principales
y una covarianza exponencial para el logaritmo de la
transmisividad Y(u) = /n(Tu)), encuentra que la cova-
rianza cruzada C,,(h) vale:

caz<h):«s262€£%{1—(1+10expc—hn, (23)

donde oy ¢ son la varianza y el alcance de la covarian-
za exponencial de log-transmisividad, esto es, C,(h)=

o2 exp(=h/ ). Asimismo h = (h.h) =(¥Lﬁyz) es el

vector de distancia estandarizado por el alcance. Por

otro lado, h=h/ =/ + 3 es la magnitud del vector de

distancia estandarizado y h es el vector de distancia
entre dos localizaciones experimentales. Para la varia-
ble nivel piezométrico se asume una tendencia lineal
del tipo m (x, y) = B, + B,x, esto es, este-oeste.

Cokrigeaje para estimacion de derivadas
direccionales

Para la estimacién de la derivada direccional de una
funcién aleatoria espacial Z(u) es conveniente extender
el modelo basico de la ecuacion (2) para diferenciar el
componente estocastico residuo R (u) en dos componen-
tes: una componente estocdstica correlacionada INQ(u) y
una componente estocastica no correlacionada (cono-
cida como ruido blanco en analisis de senales) N(u). De
este modo el modelo geoestadistico de una variable es-
pacial Z(u) se considera con tres componentes:

Z(u) =m(u) + R(u)+ N(u), (24)

donde m (u), ﬁ(u) y N(u) han sido definidos previamen-
te. Se asume ausencia de correlacidon cruzada entre
los diferentes componentes.

La componente estocastica no correlacionada N(u)
es una funcion aleatoria de media cero sin correlacion
espacial. Esta es discontinua en todos los puntos, no
diferenciable y representa la variabilidad asociada
con una covarianza de pepita estacionaria de segun-
do orden:

Co |n/=0
Cy(h) = ;
0 |[>0

(25)

donde h representa un vector de distancia entre dos
localizaciones, |h| es su magnitud, esto es, un escalar.
En las aplicaciones, la componente N(u) estara pre-
sente si se identifica una varianza de pepita en el va-
riograma (o covarianza) experimental.

La componente estocastica correlacionada R(u) es
una funcion aleatoria de media cero y con covarianza
espacial C(h). De modo que la correlaciéon espacial de
la funcién aleatoria Z(u), y denotada por C(h) viene
dada por:

Co+C) |f=0
C(h) = ,
C(h) [hf>0

(26)
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Se puede definir una funcién aleatoria continua y
diferenciable, Z (u), a partir de Z(u) por el filtrado de
la componente de pepita y dejando la parte continua
y diferenciable:

Z(u) =m(u) + R(u), (27)
cuya covarianza es f(h). Para que Z(u) sea diferencia-
ble, la deriva m(u) debe de ser diferenciable (Parzen,
1972), lo cual se cumple en el caso de una deriva po-
linomial. Un segundo requisito es que la covarianza
é(h) sea dos veces diferenciable lo cual restrige la
familia de covarianzas permitidas. En particular, en
esta contribucion sélo se considerara una covarianza
de tipo gausiano, aunque otros tipos de covarianza,
como por ejemplo el modelo de Matérn (Pardo-lguz-
quiza et al., 2009) también son apropiados.

Denotamos con D, {ZN(u)} la derivada direccional de
Z(u) a lo largo de la direccion descrita por el vector
unitario e = cos(¢)i + sin(¢)j (donde ¢ es el angulo en el
sentido contrario de las agujas del reloj entre el eje
de las Xy el vector unitario e, i y j son los vectores
unitarios a lo largo de los ejes de coordenadas Xe Y).
Dicha derivada direccional se define como:

(28)

D (Z ()} = IE{W}

El gradiente de una funcion aleatoria escalar Z (u),
denotado por VZ (u), es un campo vectorial definido
en cada punto u por sus componentes:

vZw)= O 1Zw).DyiZwy). (29)

Hay una relacion entre la derivada direccional y el
gradiente dada por (Bradley y Smith, 1989; Meyer et
al., 2001):

D{Z(u)} =VZ(u)-e, (30)

donde a - b es el producto punto entre los vectores a

y b.
La magnitud del gradiente viene dada por:

VZ(w)|- J@ Zwy )Y+ 0;1Zwy)’, (31)
y su direccién viene dada por el angulo 6:
L[ DitZ(w)}
0=tan || S ——|. 32
" (Di {Z(u)}} (32)

El método propuesto por Philip y Kitanidis (1989) con-
siste en estimar la derivada direccional D., {Z(u)} en

cualquier localizacion arbitraria u, a lo largo de cualquier
direccion arbitraria e, por una combinacion lineal de los
datos de la variable de interés Z(u) en la forma de:

D, 1Z(uy)} = YW Z(u,), (33)

donde D, {Z(u,)} es el estimador de la derivada direc-
cional D, {Z(uo)} en la posicion espacial u, segun la
direccion e utilizando n valores experimentales Z(u,).

Si se tienen medidas directas del gradiente, es po-
sible incluir estas medidas en el estimador mediante
cokrigeaje:

D, (Z(u)} =Y Zw)+ Y BID, (Zw)),  (34)

donde m es el numero de medidas directas del gra-
diente. Puede verse como la derivada direccional
D, {Z ()} es equivalente a la informacion secundaria
Y(u) en la ecuacion (1).

Se puede mostrar que sin importar cuantas medi-
das directas del gradiente se disponen (incluso si ese
numero es el menor posible, esto es, una) se pueden
incluir eficientemente en el estimador de cokrigeaje ex-
presado en la Ecuacion (34). Esto es asi porque las co-
varianzas (o variogramas) y las covarianzas cruzadas (o
variogramas cruzados) que se necesitan se pueden ob-
tener a partir de la covarianza estimada de las medidas
de la variable utilizando resultados clasicos de la teoria
de sistemas lineales como se vera mas adelante.

La idea de estimar el gradiente por krigeaje ordinario
se encuentra en Philip y Kitanidis (1987). El método se
extiende aqui a cokrigeaje en orden a tener en cuenta
la deriva o tendencia que es usual observar en muchas
variables espaciales a escala regional. Tal es el caso,
por ejemplo, del nivel piezométrico en un acuifero, llu-
via en una zona de topografia accidentada, tendencia
en variables geofisicas asociadas con la geometria de
una cuenca sedimentaria, etc. Adicionalmente, el mé-
todo propuesto permite, a partir de la covarianza de la
variable, obtener la covarianza de la derivada direccio-
nal y la covarianza cruzada de la derivada direccional
con la variable inicial, sin necesidad de tener medidas
directas de gradiente. Sin embargo, alguna medida del
gradiente es necesaria si se quiere utilizar cokrigeaje.

El cokrigeaje universal se puede encontrar en la li-
teratura geoestadistica clasica (Goovaerts, 1997; Olea,
1999; Chiles y Delfiner, 1999) y aqui se presentaran los
resultados originales al estar utilizando el cokrigeaje
para estimar una magnitud vectorial (Philip and Kitani-
dis, 1989; Pardo-lguzquiza y Chica-Olmo, 2004, 2007).

Las condiciones de no sesgo para el estimador de
cokrigeaje dado en la Ecuacion (34) son:
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D hife)+ D w;De 4 (u )k = Doy (i (ug)}
i=l Jj=1

(35)
s 0=1,...,L,
y la varianza de estimacion vale:
Var{Dg {Z(ug)} = D, {Z (ug)} }
=Cog 0+ > A, Clhy) + 37> ww, Oy () (36)

i=l j=1 k=1 (=1

n m n m
+2) 3w, Ce (hy,) =2 2,Cq (hyg) =2) w;Cer (h o),
i=1 Jj=1

s=1 t=1

donde D, {f/(ug)} es la derivada direccional de las
funciones de base f;(.) evaluadas a lo largo de la di-
reccion e, en la posicion u,. C(h) es covarianza de
Z(u). C(h) es la covarianza de Z (u) = m(u) + r(u), esto
es, la covarianza C(h) pero sin la varianza de pepita.
Cey (0) = Cov{De  {Z(w)}. D, {Z(u+ b}y = =D {C()} es la

covarianza de la derivada direccional de la funcién
aleatoria y que es igual a menos la segunda derivada
direccional de la derivada de la covarianza é(h) y final-
mente Ce, (h) = Cov{Z(u), D, {Z(u+h)}} =—D, {C(h)} es

la covarianza cruzada de la funcion aleatoria Z (u) y su
derivada direccional, la cual es igual a menos la deri-
vada direccional de la covarianza C (h).

Los ultimos dos resultados son clasicos en la teo-
ria de sistemas lineales (Parzen, 1972; Papoulis, 1984).
Puede concluirse por tanto que solo se requiere la in-
ferencia de la covarianza C(h) de la variable escalar.

Los pesos Optimos en la Ecuacidon (34) se obtienen
miminizando la varianza de estimacion (Ecuacién 36)
sujeto a las condiciones de ausencia de sesgo (Ecua-
cion 35). Asi se obtiene el lamado sistema de cokrigea-
je, que se puede expresar en forma matricial como:

M Co, i)
}\’2 6:0 {hnO}
B’ Ce, thyo}
A= B= : (38)
B, Cey o)}
i, D, {/1(ug)}
L1y _Deo{fL(“o)}_

Cokrigeaje para estimacion

de una variable escalar teniendo
en cuenta condiciones de contorno
de no flujo

En cokrigeaje se puede estimar cualquiera de las
variables, la primaria o la secundaria. Asi la misma
ecuacion de cokrigeaje (34) se puede utilizar para
estimar la variable escalar teniendo en cuenta con-
diciones de contorno a través de derivadas direccio-
nales. El nuevo estimador de cokrigeaje se expresa
como:

') =Y HZw)+ YD, 2w} (39)

donde los pesos en ecuacion (39) son diferentes de
los pesos en ecuacion (34) puesto que los sistemas de
cokrigeaje son diferentes.

Por ejemplo la matriz B se define como:

| ) Chy,) oy Cothy,)  fitu) fiw) ]
Clh,) Ch,,)  Cy(h,) Gy, fi(w,) fi@,)
Coy(hyp) -+ Cohy,)  Co(hyy) Co(hy,) Dy {fi)} - Dy ifp(u)}
C= : : : : : .. : (37)
Gy, - Cyh,,) Co(hy,) Cy(h,,) Dy ifiw,)} -~ Dy ifi(u,)}
fi(uy) fitw,) D {fi()} - Dy {fi(u,)} 0 0
Sr(uy) L) Dy {fp(u)} - Dy {f1(u,)} 0 0 |
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[ Cthyp} |

Cihyo}
Ce, thyo}
B=| (40)
Cey thyuo}
Si(ug)

L J1(up) i

La condicion de contorno de ausencia de flujo se
introduce, por ejemplo, imponiendo que la derivada
direccional perpendicular al contorno vale cero. La
implementacién de esta metodologia puede verse en
detalle en Kuhlman y Pardo-lgtzquiza (2010).

Caso de estudio

En esta seccion se ilustran las diferentes facetas del
cokrigeaje previamente revisadas en aplicaciones
hidrogeoldgicas. El area de aplicacion es el acuifero
detritico de la Vega de Granada en el sur de Espana.
Se trata de un acuifero libre que tiene una superfi-
cie aproximada de 200 km? y se engloba dentro de
la cuenca hidrografica del Alto Genil (Figura 2A) que
a su vez es una subcuenca de la cuenca fluvial del

Leyenda U
[ Aeadeestuso S
4 Andisisde suelos

Rios
0 3 6
I Potisciones L . .CT)J : xlm

12,000 Metros
J

Guadalquivir. Desde el punto de vista geologico esta
constituido por materiales cuaternarios de tipo fluvial
(Castillo, 1989; Luque-Espinar, 2001) que forman parte
de la Depresion de Granada (Figura 2B).

La figura 3 muestra la imagen de satélite de la Vega
de Granada tomada por el sensor ETM+ del satélite
Landsat-7. La imagen 3A corresponde a la banda 1
(canal azul) con baja resolucion espacial (pixel de 30
m de lado) y la imagen 3B corresponde a la banda 8
(pancromatica) de alta resolucion espacial (pixel de
15 m de lado).

La figure 4A muestra el variograma experimental
de la banda 8 y el modelo inducido mediante de-
convolucién utilizando la ecuacién (21) para estimar
el modelo de variograma con soporte puntual para
dicha banda. Este mismo proceso se repite para las
bandas multiespectrales 1, 2 y 3 asi como para las co-
varianzas cruzadas entre las bandas multiespectrales
y la banda pancromatica. En este proceso se obtie-
nen los modelos de variograma con soporte puntual
para las bandas multiespectrales y la pancromatica.
Con estos modelos puntuales ya es posible comple-
tar los sistemas de cokrigeaje que permiten obtener
imagenes de las bandas multiespectrales (1, 2, 3) con
la misma resolucion que la banda pancromatica. Una
vez hecho esto, con las imagenes de alta resolucion
se pueden obtener composiciones como la de falso
color mostrada en la figura 4B y que puede utilizarse
en diferentes aplicaciones ambientales.

Figura 2. A: Red hidrografica y poblaciones en el acuifero de la Vega de Granada. Obsérvese el rio Genil que discurre por el centro de la
vega en direccién este-oeste y donde se localizan las mayores transmisividades. B: imagen de sombras de relieve donde puede verse
claramente el acuifero de laVega de Granada como un relleno de una depresidn intramontanosa.

Figure 2. A: Drainage network and towns in the Vega de Granada aquifer. The Genil river flows from east to west through the middle of the
area, where the highest transmissivities are found. B: Image showing terrain shadows where the Vega de Granada aquifer can be seen as

an intramountain basin.
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Figure 3. A: Imagen tomada por el sensor ETM+ a bordo del satélite Landsat-7 y que muestra la respuesta (cuantizada en el rango 0 a
255) de la Vega de Granada (radiacion electromagnética reflejada) para el rango de frecuencias espectrales de 0.525 a 0.605 um y que
constituye la banda 2 de dicha imagen. La resolucion espacial o longitud del lado del pixel cuadrado es de 30 m. B: Banda espectal 8 o
banda pancromatica con un rango espectral de 0.52 a 0.90 y con resolucién espacial de 15 m.

Figure 3. A: Satellite image taken by the ETM+ sensor on board Landsat-7 showing the quantized (gray scale from 0 to 255) spectral
response of the Vega de Granada according to the electromagnetic radiation reflected in the spectral range of 0.525 to 0.605 um, which
corresponds to band 2 of ETM+. The spatial resolution, or length of the side of the square pixel, is 30 m. B: band 8 or panchromatic band,
with a spectral resolution of 0.52 to 0.605 um and spatial resolution of 15 m.

La Figura 5B muestra la distribucion espacial de las  partir de ensayos de bombeo. Puede verse como la
medidas de transmisividad disponibles obtenidas a mayor parte de las medidas se localizan en torno a

A 250

o Experimental
— Modelo inducido

200 A

150 -

100 -

Variograma banda 8 (NDF)

50 [

0 T T T
0 500 1000 1500

Distancia (m)

Figura 4. A: Variograma experimental de la banda pancromatica y modelo inducido por el proceso de deconvolucion en la estimacion
del modelo de variograma con soporte puntual para dicha banda. El modelo inducido es el que se obtiene al inyectar el modelo puntual
estimado en la Ecuacién 21. B: Imagen de falso color de alta resolucion obtenida como composicidn de las bandas (2, 3, 4) de alta
resolucién obtenidas por cokrigeaje de cada banda multiespectral y la banda pancromatica.

Figure 4. A: Experimental variogram of the panchromatic band and the model resulting from the deconvolution process in the estimation
of the point-support variogram. The induced model is the one obtained by injecting the estimated point-support model into Equation 21. B:
False-colour image with a high spatial resolution obtained by combining the high-resolution bands 2, 3 and 4, which were in turn obtained
by downscaling cokriging using the corresponding multispectral band and the panchromatic band.
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Figura 5. A: El acuifero de la Vega de Granada y la localizacién de 43 puntos acuiferos donde se ha medido la cota del nivel del agua
subterranea B: el acuifero de laVega de Granada y la localizacion de 42 localizaciones donde se han efectuado medidas de transmisividad.
En ambos casos se ha representado pictogramas donde el drea del cuadrado es proporcional al valor de la variable representada.

Figure 5. A:The Vega de Granada aquifer and the location of the 43 points where the level of the water table was measured. B: the Vega de
Granada aquifer and the location of the 42 points where log-transmissivity was measured. Both figures are pictograms in which the value

of the variable is proportional to the area of the mark.

la parte central del acuifero, por donde discurre el rio
Genil (Figura 2A) y donde se localizan los materiales
mas transmisivos. El variograma estimado de dichas
medidas y el modelo ajustado se muestra en la Figura
4. El modelo ajustado es un modelo exponencial con
varianza o>=2.41y alcance / = 2624 m. Los parametros
del variograma se estiman por maxima verosimilitud
por (Pardo-lguzquiza, 1997) a partir de los contornos de
isoverosimilitud como se muestra en la figura 7. Como
puede verse tanto en la figura 5 como en la figura 7,
el variograma experimental no muestra una estructu-
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5.67|
4.86|

.05

3.24

Variograma
>

2.43

1.62
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6596.8 9895.2 13193.6 16492.0
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Figura 6. Variograma experimental de log-transmisividad y el
modelo ajustado por maxima verosimilitud.

Figure 6. Experimental variogram of log-transmissivity and the
model fitted by maximume-likelihood estimation.

ra clara y existe una importante incertidumbre en los
parametros de cualquier posible modelo ajustado. El
método de maxima verosimilitud es apropiado para
evaluar la incertidumbre de los parametros del mo-
delo ajustado y su transmisién a la incertidumbre de
los resultados de los modelos matematicos de flujo.
Pardo-lguzquiza et al. (2009) ilustran esta evaluacion
y transmision de incertidumbre. A partir de este mo-

®43.8

22612.2

19766.7

16567.2
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Figura 7. Estimacién de los parametros del variograma por méxima
verosimilitud.

Figure 7 Estimation of the variogram parameters by maximum
likelihood.
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Figura 8. A: mapa de log-transmisividades estimadas por krigeaje y B: mapa de desviacion estandar de krigeaje (raiz cuadrada de la
varianza de estimacién). Coordenadas locales de una malla de celdas de 500 m de lado.

Figure 8. A: Map of log-transmissivities estimated by kriging. B: Map of standard kriging deviation (square root of the estimation variance).
Local co-ordinates with a grid spacing of 500 m along both the main X andY axes.

delo (Figura 6) se puede estimar por krigeje el mapa
de transmisividades que se muestra en la Figura 8A
que lleva asociado el mapa de desviaciones estan-
dar de krigeaje que se muestra en la Figura 8B. En el
mapa de transmisividades de la Figure 8A se pueden
ver a grandes rasgos como la transmisividad dismi-
nuye hacia los bordes, aunque como puede verse en
la Figure 8B son estas las zonas donde la varianza de
estimacion es mayor y por consiguiente mas inciertos
son los valores estimados.

Las medidas experimentales de nivel piezométrico
para mayo de 1970 se muestran en la Figura 5A. Puede
verse en dicha figura como existe una deriva o tenden-
cia con el nivel piezométrico que disminuye hacia el
oeste, y esta es por tanto la direccidon principal de mo-
vimiento del agua subterranea (direccion del rio Genil).
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L
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& 1500 1
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El variograma experimental del nivel piezométrico para
las cuatro direcciones geograficas principales se mues-
tra en la Figura 9A. La fuerte anisotropia que manifiesta
el variograma experimental es fruto de la deriva pre-
sente. El significado fisico de la deriva es el campo gra-
vitacional (potencial) sobreimpuesto en la misma area
y que mantiene la circulacién del agua subterranea a
nivel regional. La deriva y los pardmetros de un va-
riograma gausiano para el residuo se pueden estimar
eficientemente utilizando el método de maxima vero-
similitud (Pardo-lguzquiza, 1997). El variograma omni-
direccional del residuo junto con el modelo ajustado se
muestran en la Figura 9B. El modelo ajustado es:

2

C(h) = 232exp(-———) (41)
2600
B sw
--8--  Experimental
500 4 Modelo ajustado
g 400
]
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£ ; — o
I3 s Pl \ e
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Figura 9. A: variogramas direccionales del nivel piezométrico de la Figura 3B. B: variograma omnidireccional del residuo y modelo ajustado

por maxima verosimilitud.

Figure 9. A: Directional variograms of the water-head measurements shown in Figure 3B. B: Omnidirectional variogram of the residual and

model fitted by maximume-likelihood estimation.
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Figura 10. A: mapa de isopiezas estimadas por krigeaje y B: mapa de desviacion estandar de krigeaje. Coordenadas locales de una malla

de celdas de 500 m de lado.

Figure 10. A: Map of water-head level estimated by kriging. B: Map of standard kriging deviation (square root of the estimation variance).
Local co-ordinates with a grid spacing of 500 m along both the main X andY axes.

que representa un modelo gausiano con varianza de
232 m? y alcance de 2600 m. EI mapa de nivel pie-
zométrico se puede estimar por krigeaje a partir del
modelo dado en la ecuacion (41) y los resultados pue-
den verse en la figura 10A para el mapa de nivel pie-
zométrico estimado y la desviacion tipica del error de
estimacion se muestra en la figura 10B.

Para la estimacion por cokrigeaje a partir de medi-
das de log-transmisividad (Figura 5B) y de nivel pie-
zométrico (Figura 5A) necesitamos como se ha dicho
anteriormente una funcion de covarianza cruzada que
tenga en cuenta las caracteristicas hidrodindmicas

A 1n(T)

20.0

NORTE - SUR

0.0 4 ' 4 s s

ESTE - OESTE 3.70

aplicables al acuifero de laVega de Granada. Se ha to-
mado como adecuada la solucion analitica de Dagan
(1985) dada en la ecuacion 23, donde las asunciones
tenidas en cuenta para su obtencién, son validas para
el acuifero Vega de Granada si este se rota 29° que
es la direccion media del gradiente hidraulico y con
B,=0.0061, 0> =241y { =2624 m.

Con los parametros anteriores, y modelando la va-
riabilidad del nivel piezométrico con el modelo dado
en la ecuacién (41), es posible aplicar la estimacion
por cokrigegaje para estimar la log-transmisividad,
cuyos resultados obtenidos se dan en las Figuras

B Desviacion
estandard

1.70000

1.59000

1.48000

1.37000

40.0 |

1.26000

1.15000
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1.064000
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0.82000

0.716000

0.60000

ESTE - OESTE

Figura 11. A: mapa de log-transmisividades estimadas por cokrigeaje y B: mapa de desviacidon estandar de cokrigeaje (raiz cuadrada de
la varianza de estimacién). El mapa que se muestra en A se puede considerar como una solucion geoestadistica del problema inverso.
Coordenadas locales de una malla de celdas de 500 m de lado.
Figure 11. A: Map of water-head level estimated by cokriging. B: Map of standard kriging deviation (square root of the estimation variance).
Local co-ordinates with a grid spacing of 500 m along both the main X andY axes. The map shown in Figure A can be taken to be the
geostatistical solution to the inverse problem in hydrogeology.
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Figura 12. A: mapa del nivel piezométrico estimados por cokrigeaje y B: mapa de desviacion estandar de cokrigeaje. Coordenadas locales

de una malla de celdas de 500 m de lado.

Figure 12. A: Map of the water head estimated by cokriging. B: Map of standard kriging deviation (square root of the estimation variance).
Local co-ordinates with a grid spacing of 500 m along both the main X andY axes.

1A y 11B para el mapa de estimaciéon y el mapa de
desviaciones estdndar de cokrigeaje respectivamen-
te. Comparando los mapas de las figuras 11A y 8A,
puede verse como el mapa de cokrigeaje de la figura
11A contiene mayor grado de detalle sobre la distribu-
ciéon espacial de log-transmisividades y como la des-
viacion tipica del error de estimacion se ha reducido
(comparando las figuras 11B y 8B). Del mismo modo
anterior, es posible estimar el nivel piezométrico por
cokrigeaje obteniéndose los resultados mostrados en
las Figuras 12A y 12B para el mapa de estimacion y
el mapa de desviaciones estandar de cokrigeaje, res-
pectivamente. Comparando las figuras 12B y 10B se

A
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t t t
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-0.00218

t
20.0

ESTE - OESTE -0.00581 _

pude ver como se ha reducido la desviacion estandar
del error de estimacién y por lo tanto el mapa de pie-
zometria de la figure 10A debe estar mas proximo a la
realidad que el mapa mostrado en la figura 10A.

En cuanto a la estimacion del gradiente, la estima-
cion de la derivada direccional para la direccion este-
oeste junto con la desviacion estandar se muestra
en las Figuras 13A y 13B respectivamente. Esta es la
primera componente del vector gradiente hidraulico.
Otra clase de resultados que se pueden obtener es el
valor medio de la derivada direccional para todo el
acuifero y para cada grado direccional como se mues-
tra en la Figura 14A. El valor méximo ocurre para 29

B
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Figura 13. A: derivada direccional estimada para la direccion de 0 grados (direccion oeste-este). B: desviacion estandar de krigeaje del
mapa estimado. Coordenadas locales de una malla de celdas de 500 m de lado.

Figure 13. A: Map of the estimates of the directional derivative from east to west (0°). B: Map of standard kriging deviation (square root of
the estimation variance). Local co-ordinates with a grid spacing of 500 m along both the main X andY axes.
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Figura 14. A: derivada direccional media para todo el acuifero. B: desviacion estandar de krigeaje de la estimacién mostrada en A.
Figure 14. A: Mean directional derivative for the whole aquifer. B: Standard kriging for the estimates shown in A.

grados con un valor de 0.00713, lo que implica, 7
metros de aumento del nivel piezométrico por cada
1000 metros de desplazamiento en la horizontal a lo
largo de dicha direccion. Este es el valor medio del
gradiente hidraulico para todo el acuifero. Otra repre-
sentacion es el mapa vectorial con el gradiente para
todo el acuifero como se muestra en la Figura 15, en
este caso se puede ver la variabilidad espacial del gra-
diente que esté relacionado con la transmisividad del
acuifero.

Con respecto a la aplicacion del cokrigeje en la es-
timacion de una variable escalar teniendo en cuenta
condiciones de contorno, los resultados en la estima-
cién del nivel piezométrico se muestran en las Figu-
ras 16 y 17. En la Figura 16 se muestran los limites
del acuifero de la Vega de granada distinguiendo bor-
des impermeables de no flujo (en rojo y con flejas
indicando la direccion de las derivadas direccionales
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Figura 15. Mapa del gradiente hidraulico en el acuifero de la Vega
de Granada.
Figure 15. Hydraulic gradient across the Vega de Granada aquifer.

nulas) y los bordes permeables (en azul). Los mapas
interpolados sin tener en cuanta las condiciones de
contorno (krigeaje) y considerando las condiciones de
contorno (cokrigeaje) se muestran en la Figuras 17A
y 17B respectivamente. Si se comparan ambos ma-
pas, se puede apreciar como las isopiezas se adaptan
mejor a las condiciones de contorno (esto es, han de
ser perpendiculares a los bordes impermeables) en
el mapa obtenido por cokrigeaje. Adicionalmente se
podria mostrar como los errores de estimacion tam-
bién se han reducido al incluirse las condiciones de
contorno.

Todos los mapas anteriores no tienen porque ser un
fin en si mismos sino que constituyen herramientas
metodoldgicas que pueden utilizarse para diferentes
estudios hidrogeolégicos encaminados a la caracteri-
zacion y gestion de los recurso hidricos del acuifero.
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Figura 16. Condiciones de contorno en los bordes del acuifero de
laVega de Granada. Se ha indicado en rojo los bordes sin flujo. Las
flechas indican la direccion de la derivada direccional que ha de ser
cero. Las lineas azules representan bordes permeables.

Figure 16. Boundary conditions at the edges of the Vega de Granada
aquifer. The red line represents the no-flow boundaries. The arrows
indicate the direction of the null directional derivative. The blue

lines represent the permeable borders.
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A

Figure 17. A: Mapa del nivel piezométrico obtenido por krigeaje teniendo en cuenta sélo los datos piezométricos. B: Mapa del nivel
piezométrico obtenido por cokrigeaje teniendo en cuenta los datos piezométricos y las condiciones de contorno de no flujo. Puede
apreciarse como las isopiezas se adaptan mejor a las condiciones de contorno impuestas en el mapa obtenido por cokrigeje. Las lineas

rojas representan los bordes impermeables.

Figure 17. A: Water-head map estimated by kriging, taking into account the water-head data only. B: Water-head map estimated by cokriging,
taking into account the water-head data and the no-flow boundaries (directions of the null directional derivatives at the impermeable
boundaries). It can be seen that the water-head isolines adapt better to the no-flow contours (i.e. isolines perpendicular to the boundary) in
the cokriging map. The solid red lines represent the no-flow boundaries.

Discusion

La coestimacion de la log-transmisividad utilizando
como variable auxiliar el nivel piezométrico, es de
gran interés ya que se trata de mejorar la estimacion
de una variable hidrodindmica dificil de cartografiar
por el escaso numero de ensayos de bombeo dispo-
nibles. Asimismo, se ha estimado tanto la distribu-
cion del gradiente para todo el acuifero como su valor
medio. Todos estos pardmetros son de gran interés
para el conocimiento hidrogeoldgico del acuifero de
la Vega de Granada y para estudios medioambienta-
les relacionados con la calidad del agua subterranea
de dicho acuifero. Es posible, asimismo, utilizar los
resultados anteriores en la llamada hidrogeologia es-
tocéstica (Gelhar, 1986) donde se obtienen resultados
de aplicacion general para el acuifero asumiendo que
las variables hidogeoldgicas son variables aleatorias
y utilizando las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales que describen el flujo y transporte de solu-
tos en el medio poroso. Asi por ejemplo la varianza de
las fluctuaciones del nivel piezométrico se relacionan
con los parametros geoestadisticos del acuifero porla
relacion (Gelhar, 1986, ecuacién 11):

1
Glf :EJZG;7\.2, (42)
donde o7 es la varianza del residuo del nivel piezomé-
trico y J es el gradiente hidraulico medio para el acui-
fero. o7 es la varianza de la log-transmisividad y A es

el alcance del variograma de la log-transmisividad.

Los valores estimados anteriormente para (J, o7, A)
son (0.00713, 2.41, 2624) lo que aplicando la ecuacién
anterior da un valor de 281 para la varianza (desviacion
estandar 16.8) o} mientras este mismo valor anterior-
mente se estimo como 232 (desviacion estandar 15.2)
los cuales son valores claramente comparables. Otros
resultados de la hidrogeologia estocastica dan la ma-
crodispersién en el acuifero como funcién de parame-
tros geoestadisticos como los anteriores. Ello muestra
el gran interés practico de este tipo de analisis y sugie-
re una linea de investigacion novedosa e interesante
que requiere mas atencion y estudio futuro.

Conclusiones

El sistema de krigeaje ordinario, que tradicionalmente
se ha utilizado para mejorar la estimacion de una va-
riable primaria utilizando valores de la propia variable
mas valores de una variable secundaria, puede modi-
ficarse atendiendo a diferentes aspectos como tener
en cuenta el soporte de las variables o tener en cuenta
la relacion fisica entre las variables para solventar una
serie de problemas de gran interés practico. Entre es-
tos problemas estéan:

e Desagregacion por cokrigeaje aplicado en incre-
mentar la resolucion espacial de imagenes de sa-
télite.

e Aproximacién geoestadistica al problema inverso
en hidrogeologia que permite obtener informacion
sobre la transmisividad a partir de medidas del nivel
piezométrico.
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e Estimacién de derivadas direccionales y del gra-
diente de una variable escalar con aplicaciones en
hidrogeologia, geofisica, analisis del terreno, etc.

e Estimacién de una variable escalar teniendo en
cuenta las condiciones de contorno del area de es-
tudio como se ha ilustrado en la estimacion del ni-
vel piezométrico imponiendo bordes de ausencia de
flujo en el acuifero.

La lista de aplicaciones no estad cerrada ya que
otras aplicaciones podran surgir de la investigacion
futura.
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