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RESUMEN

Los principios que gobiernan el flujo con densidad variable estan bien establecidos a nivel tedrico y existen multiples cédigos que lo
modelan con precision. Sin embargo, en la practica se comenten errores que violan dichos principios. En este articulo se revisan las hipo-
tesis basicas y sus implicaciones bajo una triple perspectiva: formulacion matematica, métodos numéricos y modelacion (optimizacién).
Respecto a la formulacién matematica, conviene insistir que no existe un potencial para el flujo con densidad variable. El nivel equiva-
lente de agua dulce sdlo es informativo de la direccidon del flujo en las zonas en las que el agua es efectivamente dulce. Ademas, sigue
siendo frecuente encontrar modelos que tratan el mar con condicidon de contorno de concentracion fija, lo cual es doblemente erréneo: la
mayoria de los cédigos no lo tratan bien y no constituye una buena representacion del fendmeno. En cuanto a los métodos numéricos,
existe una gran variedad y la mayoria de los conocidos funciona bien, excepto en lo relativo a la condicién de contorno de concentracion
fija. Las comparaciones deben efectuarse en funcion de la facilidad que tengan para introducir condiciones de contorno realistas en el mar
y del tratamiento de velocidades (lo mejor es emplear un esquema coherente). Aqui se ha enfatizado la solucion mediante el método de
Newton-Raphson, no tanto por la mejora de eficiencia que implique (los problemas de intrusién marina son cuasi-lineales) como por las
ventajas que presenta para la optimizacion, ultimo objetivo de la modelacion.
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Simulation and calibration of saltwater intrusion problems:
basic assumptions and implications

ABSTRACT

The governing principles of density dependent are well established theoretically, and there are many computer codes that model them
with precision. However, in practice it is common to find models that violate these principles. In this article the basic principles and their
implications are reviewed from three perspectives: the mathematical formulation, the numerical methods, and the modelling process
(optimization). Regarding the mathematical formulation perspective, it must be emphasized that there exists no potential for density
dependent flow. The equivalent freshwater head is informative about the flow direction only in those regions where the water is actually
freshwater. In addition, it is still common to find models where the sea boundary is treated as a prescribed concentration boundary, which
is twofold erroneous: most codes do not treat this boundary condition correctly, and it is not a good representation of the phenomenon.
With respect to numerical methods, there is a wide variety of them and most work well, except regarding the fixed concentration bound-
ary. Comparisons should be made in terms of how easy it is to implement realistic coastal boundary conditions and in terms of how the
velocity is treated (a consistent scheme is the best). Here, the solution by means of the Newton-Rhapson method is emphasized, not so
much because of the improved efficiency it offers (saltwater intrusion problems are quasi-linear), but because of the advantages it offers
when solving optimization problems, the final goal of modelling.

Key words: density-dependent flow, groundwater numerical modelling, seawater intrusion

Introduccion va. Desde entonces se ha avanzado mucho en el con-

cepto y, sobretodo, en la capacidad de solucion
Las ecuaciones y principios basicos que rigen el flujo numérica de ecuaciones. De hecho, el paradigma
de agua con densidad variable fueron establecidos vigente en la época, que Henry (Henry, 1964) resolvié
por Cooper (Cooper, 1959) de forma bastante definiti- a instancias del propio Cooper, es una representacion
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muy pobre del fenédmeno (ver Abarca et al., 2007a).
Fue adoptado porque podia resolverse de manera
semianalitica.

El aumento de la potencia de céalculo y de la dis-
ponibilidad de cdédigos, sin embargo, no debe eximir
de la responsabilidad profesional de conocer los prin-
cipios en los que se basa un rama del conocimiento.
De hecho, se puede argumentar que ni la potencia de
calculo ni los cédigos pueden ser bien aprovechados
si no se conocen dichos principios. Ironicamente, el
efecto puede ser el contrario.

El objetivo de este articulo es revisar los principios
en que se basa la modelacion de flujo con densidad
variable, desde la perspectiva que da la experiencia
que la Hidrogeologia ha ido acumulando en los ulti-
mos anos. Para ello, se empieza formulando la ley de
Darcy como segunda ley de Newton (conservaciéon de
la cantidad de movimiento) en medios porosos. Ello
pone de manifiesto que se debe escribir en presiones,
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de manera que el nivel deja de tener sentido (al
menos como indicador de la direccion de flujo). A
continuacion, se revisa la ecuacion de transporte y las
diversas maneras en que se puede escribir. Aqui se
introduce la novedad del flujo masico asociado a la
condicién de contorno de concentracion fija. Vistas
las ecuaciones, se revisan los métodos numéricos. Se
tratan las peculiaridades que impone el flujo con den-
sidad variable: tratamiento de la densidad, necesidad
de definir la velocidad de manera coherente y el aco-
plamiento de las ecuaciones de flujo y transporte. Se
enfatiza la formulacion de la solucion mediante el
método de Newton-Raphson por las ventajas que
tiene de cara a la optimizacion. Se revisan preferente-
mente los diversos métodos numeéricos, con énfasis
en los criterios de comparacion. El articulo acaba con
una seccion dedicada al incipiente campo de la opti-
mizacion de problemas de flujo con densidad varia-
ble.
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Figura 1. El flujo del agua a través de medios porosos resulta del equilibrio entre fuerzas de presion, las gravitatorias (peso del agua mas
la resultante de las fuerzas normales ejercidas por los granos) y las viscosas (fuerzas de cizalla proporcionales a la velocidad y a la vis-

cosidad)

Figure 1. Water flow through a porous medium results from the equilibrium between the pressure force, the gravitational force (the weight
of the water plus the resultant of the normal forces exerted by the grains) and the viscous forces (shear forces proportional to the veloc-

ity and to the viscosity velocity)
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Ecuaciones de flujo y transporte en intrusion marina

La intrusion marina esta descrita por la ley de Darcy y
las ecuaciones de flujo y transporte. Mas alla de su
caracter matematico, estas tres ecuaciones poseen
un significado fisico en el que se basa la dinamica del
agua subterranea. Los principios basicos de conser-
vaciéon de la cantidad de movimiento y masa son la
clave para entender, caracterizar y modelar la intru-
sidon marina.

Movimiento del agua subterranea: Ley de Darcy.

El movimiento del agua subterranea esta gobernado
por la ley de Darcy:

k
g=——(Vp-pg
u (1)

donde q[LT"] es la velocidad de Darcy, k[L?] es el ten-
sor de permeabilidad hidraulica, u[ML'T"] es la visco-
sidad dindmica, p[ML"'T?] es la presién, p[ML?*] es la
densidad del fluido y gILT?] es el vector gravedad.
Aunque esta ley fue obtenida empiricamente por
Henry Darcy (Darcy, 1856), representa el principio de
conservacion de la cantidad de movimiento del fluido
(Bear, 1972; Whitaker, 1986; Hassanizadeh, 1986). Esto
implica que la ley de Darcy puede interpretarse como
una ley de equilibrio entre las fuerzas que actuan
sobre el fluido (Figura 1). El fluido se mueve debido a
las diferencias de presion y la fuerza de la gravedad.
A este movimiento se oponen las fuerzas de caracter
viscoso. Las fuerzas viscosas son proporcionales a la
velocidad del fluido y representan la resistencia del
medio al flujo.

La ecuacion (1) es la forma en presiones de la Ley
de Darcy. De acuerdo con ella el movimiento del agua
viene controlado por el gradiente de presiones y el
efecto de la gravedad, también Ilamado flotacién. La
fuerza de flotacion es fundamental para entender la
dinamica de los fenémenos de intrusién marina. El
caracter de esta fuerza puede comprenderse mejor si
se expresa la ley de Darcy en términos del nivel equi-
valente de agua dulce, que se define como la altura
de una columna de agua dulce con la misma presion
en el punto de medida, es decir,

h, =P 4

donde h{L] es el nivel equivalente de agua dulce, p, es

la densidad del agua dulce y z[L] la elevacidn.
Sustituyendo (2) en (1) se obtiene la ley de Darcy en
términos de nivel equivalente de agua dulce

q :—Epog vh,+ PPy,
u Po (3)

donde Vz es un vector unitario en direccidon opuesta a
la gravedad.

De acuerdo con la ecuacién (3), el término de flo-
tacion puede interpretarse como la fuerza que experi-
menta un fluido de densidad p inmerso en otro de
densidad p,. Es una fuerza en direccion vertical
dependiente del contraste de densidades. Este térmi-
no es la principal diferencia con el flujo con densidad
constante, y tiene varias consecuencias importantes.
En primer lugar confiere al flujo un marcado caracter
tridimensional. Las representaciones bidimensiona-
les de la intrusion marina, aunque Utiles para la com-
prension del fendmeno, a menudo simplifican el fun-
cionamiento de acuiferos reales. Los efectos de la
topografia del fondo del acuifero y los flujos laterales
han de ser cuidadosamente considerados (Abarca et
al., 2007b). En segundo lugar, la variabilidad del tér-
mino de flotacién impide que el flujo se pueda repre-
sentar como el gradiente de un campo escalar. Es
decir, no existe un potencial hidraulico en el flujo con
densidad variable. La consecuencia directa es que las
lineas de igual nivel equivalente de agua dulce (y
mucho menos las de igual presiéon) no son informati-
vas sobre el flujo. Cuando la densidad es variable, la
direcciéon de flujo no es perpendicular a ellas (Figura
2). En ultimo lugar, la densidad depende de la con-
centracion. Es frecuente suponer dependencias de la
forma

p=po(1+B,) p=p,e™®
(4)

donde f.[-] es una constante empirica y w[-] es la frac-
cion masica de sal en el fluido. Esta dependencia
implica que el flujo depende de la concentracion. Es
decir, flujo y transporte estan acoplados. La depen-
dencia con la concentracion de sal se modela de dife-
rentes formas. Para el rango de concentracion que se
encuentra en los problemas de intrusién marina una
aproximacion lineal es suficiente (Voss y Souza,
1987), si bien es la forma exponencial la que mejor se
ajusta a los datos experimentales en un rango mayor.
Una recopilacion de las expresiones habituales y su
comparacién con datos experimentales puede encon-
trarse en (Woods, 2004).
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Figura 2. El problema de Henry es un paradigma de intrusion marina, aunque en la forma difusiva que aqui se presenta no sea muy rea-
lista. Se muestran: (a) la definicién, isolineas de (b) concentracion, (c) nivel equivalente de agua dulce y (d) presion. Las flechas repre-
sentan la velocidad del fluido. Obsérvese que las lineas de igual nivel equivalente de agua dulce sélo son perpendiculares a la direccion
de flujo en la zona de agua dulce. Nétese también que la condicién de contorno en el lado mar es de flujo masico impuesto (igual a qw

en la zona de salida y a qw, en la de entrada)

Figure 2. The Henry problem is a paradigm for saltwater intrusion, although the diffusive form here shown is not a realistic one. The pic-
ture shows (a) the definition of the problem, isolines of (b) concentration, (c) equivalent freshwater head and (d) pressure. Arrows repre-
sent fluid velocity. Notice that the lines of equal equivalent freshwater head are perpendicular to the flow direction only in the freshwater
zone. Note also that the seaside boundary condition is a prescribed mass flux (equal to qw if fluid leaves the system and and to qw if fluid

enters the system)

Balance de masa de fluido: Ecuacion de flujo

La ecuacion de flujo representa el balance de masa de
fluido en el acuifero. La masa de fluido por unidad de
volumen de medio M{[M] que viene dada por

M; =pO
(5)

donde OI[-] es el contenido volumétrico de agua (en
realidad, deberia Ilamarse contenido volumétrico de
fluido, ya que es el volumen de fluido por unidad de
volumen de acuifero). La ecuacién de flujo toma la
forma

8p_® =-V. (pq) +r
ot (6)

donde r son las fuentes o sumideros de fluido.
Como ley de conservacion, la ecuaciéon de flujo
establece un equilibrio entre el almacenamiento en el
sistema y las entradas y salidas. El fluido se conside-
ra formado por dos componentes, agua y sal. Asi, la

ecuacioén (6) comprende todas las componentes del
sistema y no sélo el agua. Por tanto, las fuentes y
sumideros de fluido pueden tener dos naturalezas
distintas segun afecten a una de las componentes del
fluido o a ambas. Teniendo en cuenta esta caracteris-
tica puede escribirse

r=p Q+m,
(7)

El término p"Q representa las fuentes o sumideros
de fluido en forma liquida y m{MT"'L?] las de sal pura.
Q[L®*T'L®] es el volumen de fluido por unidad de tiem-
po y volumen de acuifero y p* su densidad. Es impor-
tante destacar la necesidad de incluir la densidad del
fluido. A diferencia de las situaciones con densidad
constante, no es suficiente con conocer el caudal
extraido o inyectado. Es necesario, ademas, conocer
la densidad del fluido fuente o sumidero. De esta
forma, este término puede modelar tanto agua dulce
como fluido con cierta concentracion de sal. Las con-
tribuciones a la masa total de fluido de fuentes o
sumideros de sal pura, m, suelen considerarse des-
preciables (Voss y Provost, 2002).
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El almacenamiento de fluido se produce tanto por
la compresibilidad del medio poroso y del propio flui-
do como por las variaciones de sal disuelta. Si se
expande en términos de nivel equivalente de agua
dulce y fraccion masica sal w, se obtiene

M pp,0 %2

opO) _ oS
ot (8)

ot * ot

donde S.L'] es el coeficiente de almacenamiento
especifico.

El coeficiente de almacenamiento considera impli-
citamente la compresibilidad del fluido. Sin embargo,
es habitual considerar la densidad del fluido depen-
diente sdélo de la cantidad de sal disuelta, ya que su
compresibilidad es baja.

La complejidad del la ecuacidon de flujo con de
densidad variable ha motivado el estudio de diferen-
tes aproximaciones simplificativas. La mas sencilla
de ellas es la aproximacion de interfaz abrupta. Esta
aproximacion supone que no hay mezcla entre el
agua dulce y el agua salada y que se cumple la apro-
ximacion de Dupuit (es decir, el flujo es horizontal).
Bajo estos supuestos, en el caso estacionario, el agua
salada esta en reposo, lo que facilita definir la ecua-
cion de la interfaz a partir de la relacion de Ghyben-
Herzberg (Ghyben, 1889; Herezberg, 1901; Huyakorn
et al., 1987) que relaciona la altura piezométrica con
la profundidad de la interfaz agua dulce - agua sala-
da.

Otra aproximacion habitual es la aproximacién de
Oberbeck — Boussinesq (Oberbeck, 1987; Boussinesq,
1903). En este caso se considera que el gradiente de
densidades es pequeno o perpendicular al flujo de
agua. Esta simplificacion es bastante valida en régi-
men estacionario, en el que las lineas de igual con-
centracion son subparalelas al flujo (ver, p. ej., Figura
2). Despreciando, ademas, la variacion temporal de la
densidad, la ecuacion de flujo queda:

oh
S, —F=-Vg+r
o ot a (9)

Esta aproximacion equivale a suponer que la con-
servacion de masa y volumen son equivalentes. La
aproximacion es valida cuando las velocidades
siguen las lineas de isoconcentracion (Bear, 1972).
Los errores cometidos con esta aproximacion son
proporcionales al gradiente de concentracion. Evans
y Raffensperger (1992) encontraron diferencias de
alrededor de un 9% en las funciones de corriente.
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Cuanto menores sean los gradientes de concentra-
cidon mejor sera la aproximacion.

Para resolver la ecuacion de flujo es necesario
imponer condiciones de contorno al sistema. Las con-
diciones de contorno establecen una relacion entre el
flujo externo y el interno en la frontera del sistema.
Matematicamente se expresa como

pa-N=p'qg, N+ j;
(10)

donde n es el vector normal al contorno, y q,[LT"'] es
el flujo en el contorno y jJ[ML?*T"] es el flujo de sal
pura expresado por unidad de superficie.

Las condiciones de contorno pueden imponerse
tanto sobre la variable de estado como sobre los flu-
jos masicos. A menudo, en lugar de especificar el
flujo en el contorno se prescribe el valor de la varia-
ble de estado. Las condiciones de presion (o nivel)
prescrita se utilizan para representar zonas en las que
el valor de la presion es conocido tales como piez6-
metros, rios o el contorno de mar. Cuando se trabaja
con niveles equivalentes de agua dulce hay que tener
especial cuidado al imponer este tipo de condicion.
En el caso del mar, el nivel equivalente crece con la
profundidad. Los registros piezométricos han de tra-
tarse con especial cuidado, ya que la elevacion medi-
da en el pozo no se corresponde con el nivel equiva-
lente de agua dulce, el cual depende del grado de
mezcla de la columna de agua (Custodio y Llamas,
1976).

Cuando se especifica el flujo en el contorno, hay
que tener en cuenta que se trata de un caudal masico
y no volumétrico. Esta condicion de contorno se utili-
za para simular bombeos, inyecciones y adicion de
sal. El flujo masico puede ser en forma de salmuera
(p*Q) o como sal (j;). A menudo, el flujo masico
depende de la propia variable de estado en el contor-
no. En ese caso, la condicion de contorno se llama
mixta y el flujo mésico es proporcional a la presién
externa. Es una condicion mas apropiada para mode-
lar las interacciones rio - acuifero y los contactos con
el mar, ya que a menudo la conexién con el acuifero
no es directa.

Balance de masa de soluto: Ecuacion de transporte

Al igual que la ecuacion de flujo, la ecuacién de trans-
porte representa la conservacién de masa. En este
caso, se conserva la masa de soluto, que expresada
por unidad de volumen de acuifero es pOw. Por tanto,
la ley de conservacidon se expresa
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@ = V- (pqe) + V- (p(D,, + D)Ve) + p'Qe" +m,

(11)

donde D, [L?T"] es el coeficiente de difusion molecu-
lar, DIL*T"] el tensor de dispersiéon hidrodinamica y w*
la fraccion masica de sal de la fuente o sumidero de
soluto.

El término de almacenamiento expresa la varia-
cion de masa de soluto por unidad de acuifero y tiem-
po. La variaciéon se debe a dos factores: a variaciones
de concentracién y variaciones volumen de fluido ©.
Con frecuencia, el volumen de fluido se considera
constante e igual a la porosidad. Sin embargo, esto
puede llevar a graves errores tanto en el balance de
masa de soluto como en la soluciéon de transporte
cuando las variaciones de nivel son grandes (Goode,
1992). De hecho, cuando ©® es muy variable este tér-
mino debe tratarse con cuidado para evitar errores de
balance de masa (Saaltink et al., 2004).

En la ecuacion (11) el flujo masico por difusion -
dispersion esta escrito segun la ley de Fick. La elec-
cion del tensor de dispersidon es fundamental para el
resultado de los modelos. La dispersion afecta a la
forma y penetracion de la cuha de intrusiéon marina.
Una dispersién alta provoca una zona de mezcla
ancha y una cuna que penetra poco en el acuifero,
mientras que la dispersion baja tiene el efecto contra-
rio. También se ha demostrado que el ancho de la
interfaz es proporcional a la media geométrica de los
coeficientes de dispersion longitudinal y transversal
(Abarca et al., 2007a). Voss y Provost (2002) proponen
utilizar coeficientes de dispersion longitudinal vy
transversal no isétropos para controlar mas eficaz-
mente la forma de la interfaz.

La ecuacion (11) contiene informacion sobre el
balance de masa de fluido que ya se tiene en cuenta
en la ecuacion de flujo (6). Por esta razén, a menudo
se resta de la ecuacion de transporte la ecuacion de
flujo multiplicada por la fracciéon masica de soluto de
agua residente. Se obtiene la Ilamada forma advecti-
va de la ecuacién de transporte.

p@aa—(: =—pq-Vo+V-(pD, +D)Vw)

+p Qo - o) +m_(1-o)

(12)
La ecuacion (12) resuelve el mismo problema y
proporciona el mismo resultado para la variable de
estado que (11), si bien no constituye un balance de

masa de soluto. Cabe insistir en que esta forma de la
ecuacion, que es la mas habitual, no precisa que ni p®
ni g sean constantes.

Para resolver la ecuacidon de transporte es necesa-
rio imponer condiciones de contorno. Estas condicio-
nes se refieren al flujo masico de soluto a través de
las fronteras del sistema.

(pwg—pDVw)-n=p'q,o +j,
(13)

Al igual que en flujo, a menudo se suele prescribir
el valor de la concentracién en el contorno en lugar
del flujo masico. Esta condiciéon, aunque habitual en
la practica, no es frecuente en la naturaleza. Su uso
estd desaconsejado en la mayoria de los casos ya que
introduce gran cantidad de soluto en el sistema por
mecanismos difusivos-dispersivos (Konicow et al.,
1997). Uno de los errores mas frecuentes relaciona-
dos con esta condicién de contorno es considerar el
contacto entre el acuifero y el mar como un contorno
de concentracion fija. Esta confusién aparece de
forma recurrente en la literatura. La condicién ade-
cuada para simular el mar es la de flujo masico con
concentracion dependiente de la direccidon de flujo.
Esta condicidon establece que si se trata de una entra-
da, el fluido tendra la concentracion externa y si se
trata de una salida, la concentracion del acuifero. Se
debe asociar este tipo de condicién de contorno a
todas las zonas que en las que haya una entrada o
salida de fluido. El efecto de ambos tipos de condi-
ciones sobre el contorno de mar puede verse en la
Figura 3. Ademas, si las fuentes de soluto puro no
estan consideradas en las condiciones de contorno
de flujo, se produce una incoherencia en el balance
de masa que puede tener graves efectos sobre la
solucion (Hidalgo et al., sometido). Esta inconsisten-
cia se da en la mayoria de los cédigos de densidad
variable disponible.

Resolucion del flujo y del transporte

De las ecuaciones en derivadas parciales a un siste-
ma matricial

Las ecuaciones (6) y (12) no suelen tener una solucion
analitica, de modo que el procedimiento habitual
para resolverlas es aproximarlas mediante métodos
numéricos tales como elementos finitos, diferencias
finitas o similares. Asi, se reduce la dimension del
problema a resolver, que pasa a ser finita (sélo se
resuelve en los nudos o celdas) y se posibilita la reso-
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Figura 3. Isolineas de concentracion (de 10% a 100% agua marina) considerando en el mar (a) una condicion de flujo masico con con-

centracion dependiente de la direccion de flujo y (b) concentracidn prescrita

Figure 3. Isolines of concentration (from 10% to 100% saltwater) considering the sea as (a) a mass flux boundary with concentration
depending on the flow direction and (b) a prescribed concentration boundary

lucion del problema. Hay muchos métodos para con-
seguirlo. Aqui se mostrara como ejemplo el método
de los elementos finitos, porque es uno de los mas
conocidos. Nos centraremos en los particularidades
de la intrusion marina. Estas particularidades apare-
cen de modo muy parecido en otros métodos. En el
método, se discretiza el dominio Q en una serie de n
puntos nodales (nudos), y m elementos. Los elemen-
tos recubren el dominio sin solaparse y se definen a
partir de los nudos. Si el dominio asociado al ele-
mento i es Q,, entonces la union de todos los ele-
mentos es Q=U Q... Se aproxima el campo de niveles
y de concentraciones con un campo interpolado a
partir de los niveles y concentraciones en los nudos.
Se escribe el valor de un variable de estado u en un
punto como

n
ulx,y,t) = (x,y,t)= Zui(t)(pi(x, y)
i=1 (14)
donde ¢; son funciones de interpolacién o de forma,
la solucion aproximada de la variable de estado y u; el
valor obtenido para la variable de estado en cada
nudo. Como la solucidon 0 no es exacta, al sustituirla
en las ecuaciones queda un residuo (error de balance
de masa) debido a la inexactitud de 0.
La derivacion de las ecuaciones siempre consta de
cuatro pasos:
1 Forma débil
La idea del método de los elementos finitos es
imponer que el valor medio ponderado del resi-
duo sea nulo. Para ello, se eligen unas funcio-
nes de ponderacion (o prueba) N;, asociadas a
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cada nudo. Se integra la ecuacion sobre todo el
dominio, multiplicada por las funciones de
prueba, y con la u sustituida por la (. A la ecua-
cion resultante se denomina forma débil.
Aplicandola a la ecuacion (6) queda:

f' = J‘psof%NidQ+ JPBmGa_wNidQ
J P20 5 J ot
—[ V.- paNda- [ (p'a+m INdQ =0
Q Q

(15)

donde " es la ecuacién de flujo en el nudo i.
Identidad de Green

El siguiente paso es aplicar la identidad de
Green a la divergencia del flujo (tercer término
en la ecuacion (15). Si no se hace la aproxima-
cion de Boussinesq se llega a la expresion
siguiente para el término de divergencia del
flujo:

[ v (paNd = [ paN,-ndr- [ pq- VNdQ
T Q

Q

(16)

donde T es el contorno del dominio Q y n es un
vector normal al contorno. Este término sdlo
aparece en el contorno, y en sitios donde haya
flujo a través del contorno.
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3 Forma discreta

Para obtener una interpolacion sin sesgo, se
escogen las funciones de interpolacion tales
que en cualquier punto la suma de todas ellas
sea uno, mientras que en cada nudo i, =1y el
resto cero. El método de elementos finitos de
Galerkin, empleado aqui, utiliza para las funcio-
nes de prueba N; las mismas que para las fun-
ciones de forma ¢.. Por lo tanto, se sustituye en
(15) las funciones de prueba por las funciones
de forma, se reemplaza la derivada temporal
por una expresion en diferencias finitas de pri-
mer orden y la variable de estado por su expre-
sion interpolada. Recordando que la integral
sobre el dominio es la suma de las integrales
sobre los subdominios, se llega:

m n k+1 k
fiﬂ = 2(2 (u j pSOf(Pi(pdee
Q

e=1 j=1 Vt e
o —
+ 9 79 [ 08 00.0.d0
o Qf PB, O, dQ,
+he® [ pVeKVe.dQ,) - [ (p'Q+m,)ede,

Q Q

e e

+ [ pk P=Poy,ved0,) =0

Q, Po

(17)

donde m es el numero de subdominios (ele-
mentos) y el nimero de nudos en cada uno de
ellos, k es el indice para los pasos de tiempo y
0 un factor de ponderacién temporal entre 0y 1.

4 Forma matricial

Para escribir la ecuacion (17) en forma matri-
cial, se definen las siguientes matrices:

A=Y Al =Y [ pVoKVede,
e=1

e=1Q, (18)
DifjI = ZrDiij'e = Jpsgf(pi(deQe
e=1 e=1Q, (19)

c'=Ycle=Y [ pB.0%00dQ,
e=1

e=1Q,
(20)
b' =Y b = [ (p'Q+m )pdQ,
e=1 Qg
+ [ pke P=Po yyvp.do,

Q, 0

(21)
y se obtiene la expresion matricial:

£ = ATk 4 D h*! —h* L Cf 0" -0 +b"=0
(22)

Las matrices (18) y (19) contienen un factor de den-
sidad que no estad presente en la expresion de ele-
mentos finitos de la ecuacién de flujo con densidad
constante, como tampoco lo esta el término (20). Este
representa el cambio de masa debido a cambios en la
densidad. El término (21) contiene un término de flo-
tacion que hace que pueda ser no nulo incluso si no
hay fuentes o sumideros asociados a un nudo.

A la ecuacion de transporte (12) se le puede aplicar
el mismo procedimiento y llegar al sistema matricial
de ecuaciones

k+1 k

fiPt _ APt k+0 Dyt 0 - Lb*t =0
Vit (23)
donde las matrices vienen dadas por
AP =Y A =3 [ p(VoD™ +d9)VodQ,
e=1 e=1Q,
(24)
Dy = 2.D{"* =2, J p(VO pi0,dQ,
e=1 e=1Q, (25)

bt = Zbitpfre = j (P Qo —w)+m_(1-m))e,dQ,
e=1 Qe
(26)

584



Hidalgo, J.J. et al., 2007. Simulacién y calibracién de problemas de intrusion... Boletin Geoldgico y Minero, 118 (Num. Especial): 577-592

En este caso, las matrices son muy parecidas a las
de la ecuacion de transporte con densidad constante,
aunque van multiplicadas por la densidad.

Peculiaridades del flujo con densidad variable
Tratamiento numérico de la densidad

Como se ha visto, en las ecuaciones (18) a (26) apare-
ce la integral de la densidad. Evaluar estas integrales
no es trivial, porque la densidad es funcion de la con-
centracion y es por tanto variable dentro del elemen-
to. Es importante darse cuenta de que existe una rela-
cion entre la manera de aproximar la densidad dentro
del elemento, y la manera de aproximar los niveles,
ya que en una situacion hidrostatica el gradiente de
niveles equivalente cancela al término de flotacion.
Para interpolar los niveles se utiliza también (14). Su
variacion es lineal y el gradiente por lo tanto cons-
tante. So6lo con una densidad constante podemos
tener un equilibrio hidrostatico con una variacion
lineal de la presion. Lo mas sencillo es considerar la
densidad constante por elemento. En este caso, se
calcula la concentracion media del elemento, y se cal-
cula la densidad del elemento como la densidad
correspondiente a esta concentracion. Como los acu-
iferos suelen ser mucho mas anchos que profundos,
muchas veces se trabaja con elementos muy elonga-
dos. En estos casos, se tiene que simular al mismo
tiempo una zona de mezcla de poco espesor y una
variacion horizontal importante de concentraciéon y
densidad. Por esto, Voss y Souza (1987) y Frolkovic y
De Schepper (2000) proponen considerar la densidad
variable en la direccién horizontal y constante en la
direccion del vector de la gravedad, para que el termi-
no de flotacion sea a la vez coherente con el gradien-
te de niveles equivalentes y variable lateralmente.

Acoplamiento

El sistema de ecuaciones (23) y (22) es no lineal y no
existen métodos para resolver estos sistemas de
forma fiable en un solo paso. Es necesario linealizar
las ecuaciones y resolverlas de forma iterativa. Los
métodos mas comunes son el de Picard y el de
Newton-Raphson. El método de Picard consiste en
resolver las ecuaciones sucesivamente hasta que
ambas hayan convergido. Es decir que se resuelve:

Afl (hi, 0)1)hi+1 — bfl (hi, (l)i)
(27)

qi+1 — q(hi+1,0)i)
(28)

Atpt (qi+1, OJi)O)i+1 — btpt (qi+1, (Di)
(29)

donde el superindice i indica el numero de la itera-
cion. Las matrices A y b de flujo y transporte pueden
construirse con cualquier método. El orden de reso-
lucidon de las ecuaciones propuesto (flujo, velocida-
des, transporte) es le mas habitual. Sin embargo, se
han encontrado casos en que comenzar por la resolu-
cion de la ecuacion de transporte conduce a una con-
vergencia mas rapida (Ackerer, 2006).

Una alternativa es aplicar el método de Newton-
Raphson a ambas ecuaciones a la vez. El método se
basa en expandir las ecuaciones (22) y (23), lo que
conduce a:

of'(h,w)  of'(h', ) o
ah au) Ah _ fﬂ(hl,(l)l)
of* (h, ®') of*(h', ) [ Aw f*(h', ')
oh 0w
(30)

donde Ah y Aw se usan para actualizar los vectores de
niveles y concentraciones:

hi+1 hi Ah
= +

(!)i+1 (l)i A(l)

(31)

Existen dos grandes diferencias entre estos méto-
dos: si hay que resolver n ecuaciones para flujo y n
para transporte, entonces para el algoritmo de Picard
hay que resolver dos sistemas matriciales de orden n.
En el método de Newton, hay que resolver un siste-
ma de orden 2n (que tarda mas del doble en resol-
verse). Sin embargo, la convergencia del método de
Newton es cuadratica, mientras que la convergencia
del método de Picard es lineal. Sobre el método de
Newton existen muchas variaciones. La matriz de
derivadas de (30), por ejemplo, puede calcularse s6lo
una vez y utilizarse en todas las iteraciones siguien-
tes, o en las k iteraciones siguientes (método de
Newton modificado). También se puede suponer que
algunas derivadas son nulas, como las de la ecuacion
de flujo respecto de transporte (método de Newton
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parcial). Estas modificaciones hacen que la conver-
gencia del método pasa a ser sub-cuadratica, pero
ahorran tiempo en el célculo de la matriz del sistema.
Tutti y Paniconi (1995) discuten las ventajas y debili-
dades de las diferentes alternativas.

Calculo de las derivadas respecto de los parametros

Para resolver problemas de optimizacién (véase la
ultima seccion), puede ser preciso conocer las deriva-
das de los niveles y concentraciones calculadas res-
pecto de las variables de diseno (parametros en el
caso de problema inverso). Hay diferentes maneras
de calcularlas, entre ellas el método de derivacion
directa y el método de perturbacién de parametros.
El método de perturbacion de parametros, utiliza-
do a menudo, se basa en calcular primero h(p,t) y
w(p,t), donde p es el vector de parametros, sin calcu-
lar derivadas. Después, se perturba cada uno de los
parametros manteniendo los demas constantes. Para
calcular la derivada respecto de un parametro p; se
utiliza una aproximacién de diferencias finitas, obte-
nida con una expansion de Taylor de primer orden:

du (1) = ulp, +Ap,, t)—ulp,, t) -
dp; Ap;

=h,®

(32)

donde Ap; es el incremento del parametro. Mas labo-
rioso pero mas preciso es perturbar cada uno de los
parametros dos veces, y utilizar una expresion de
diferencias finitas centradas:

du (t) = u(p; + Ap;) —ulp; _Api);u —h,®
dp; 2Ap;

(33)

El método de la derivacién directa se basa en deri-
var las ecuaciones (22) y (23) con respecto a los para-
metros y utilizar las ecuaciones obtenidas para calcu-
lar las derivadas del nivel equivalente y de la fraccion
masica. Es decir, de manera genérica,

i(hkﬂlhk,wkﬂ,wk,p — %ah_kﬂ
dp oh op
N of oh* N of dw* N of Jdn* +ﬁ:0
oh* op  Jdo*' dp OJw* dp Ip
(34)

Aplicar esta expansioén a las ecuaciones de flujo y
transporte permite escribir un sistema matricial para
calcular las derivadas del nivel y concentracion res-
pecto de los parametros en el tiempo k+1:

off! (hi’ wi) off! (hi’ wi) oh*+!
oh o100 Jp
aftpt (hi, (Di) aftpt (hi, (,Oi) awk+1
oh 0w op
of" oh*  of" do* of"
+ +—
oh* dp  Jdo* 9dp Ip
9f"™ ah*  af"™ Jo* o™
+ +
oh* dp odo* Jdp Ip

(35)

Lo importante de esta ecuacion es que la matriz
del sistema (jacobiano) es idéntica a la del sistema de
Newton-Raphson (30). Por tanto, si se ha empleado
dicho método durante la simulacidn, se puede apro-
vechar la matriz y, en su caso, la descomposicion LU,
para el calculo de sensibilidad. Mas importante aun,
se pueden resolver todas las sensibilidades respecto
a todos lo parametros con la misma matriz, sin nece-
sidad de iterar para cada tiempo y pardmetro como
en el caso de las perturbaciones.

Meétodos numéricos

Hasta aqui nos hemos centrado en el método de ele-
mentos finitos porque es muy conocido y, por tanto,
apto para introducir los conceptos basicos y particu-
laridades de la modelacion de la intrusion marina. Sin
embargo, hay muchos mas métodos, algunos de los
cuales tienen ventajas claras sobre los elementos fini-
tos. Para todos ellos también es valido el analisis
hecho anteriormente sobre métodos de acoplamien-
to, cédlculo de derivadas, etc. Hay tres grandes fami-
lias de métodos numéricos de discretizacion: los
métodos eulerianos, lagrangianos y los eulerianos-
lagrangianos o mixtos. En el Cuadro 1 aparecen dife-
rentes programas que implementan algunos de los
métodos que veremos a continuacion.

Los métodos eulerianos (elementos finitos, dife-
rencias finitas, elementos mixtos) utilizan una malla
fija. Integran la ecuacion de balance sobre los ele-
mentos de la malla, lo que conduce a un sistema de
ecuaciones discretas (p. ej., las ecuaciones (22) o
(23)). La ventaja de este modo de proceder es que se
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garantiza que la ecuacion escogida (p. ej., el balance
en elementos finitos) se cumple tanto a nivel local
(elementos) como a nivel global (todo el dominio).
Ademas, se pueden implementar las condiciones de
contorno de un modo sencillo y correcto, porque las
condiciones de contorno (en el fondo, inyecciones o
extracciones) son términos fuente-sumidero de las
ecuaciones discretas. La principal desventaja es que
padecen de oscilaciones y dispersion numéricas,
mucho mas que los métodos lagrangianos. Se pue-
den derivar criterios de estabilidad que, si se cum-
plen, garantizan que la oscilaciones y la dispersion
numeéricas quedan dentro de limites aceptables. Sin
embargo, el cumplimiento de estas condiciones a
veces requiere una discretizacion muy fina, por lo que
estos métodos son a veces computacionalmente
caros.

En casos de intrusion marina, los métodos euleria-
nos funcionan bien para la ecuacion de flujo. En cam-
bio pueden dar problemas al resolver casos de trans-
porte con frentes abruptos (con un término advectivo
dominante), ya que los criterios de estabilidad exigen
una discretizacion muy fina.

El método de las diferencias finitas se utiliza entre
otros en HST3d (Kipp, 1987), en SEAWAT-2000 para la
parte de flujo (Langevin et al., 2003) y en Rockflow
(Kolditz et al., 1998). La descripcion del método se
puede encontrar en cualquier libro de texto de méto-
dos numeéricos y no sera repetida aqui. El método
requiere una discretizacion utilizando rectangulos(en
dos dimensiones) o prismas rectangulares (en tres
dimensiones). Entre las ventajas, cabe destacar la dis-
ponibilidad de criterios de estabilidad. Si éstos se
cumplen, el método es incondicionalmente estable.
Otra ventaja es que el método es relativamente facil
de entender e implementar. Entre las desventajas se
incluyen la rigidez de la malla, que muchas veces
impone una discretizacion muy fina incluso en sitios
donde no es necesario, y que hace dificil la aproxi-
macion de geometrias complejas. Esta rigidez a su
vez dificulta el cumplimiento de los criterios de esta-
bilidad antes mencionados. Para ampliar el rango de
estabilidad hay métodos de ponderacidon a contraco-
rriente, aunque introducen difusion numérica.

El método de elementos finitos se ha utilizado
mucho en la simulacién de la intrusién marina.
Codigos que lo implementan, entre otros, son:
SUTRA (Voss y Provost, 2002), FEflow (Diersch, 2005),
3DFemfat (Yeh, 1995), Transdens (Hidalgo et al., 2005)
o PROSIT (Slooten et al., 2007). El método se ha vali-
dado con un amplio rango de problemas de referen-
cia. En los problemas de transporte dominados por la
adveccion, el método a veces da oscilaciones no fisi-
cas cerca de frentes abruptos. Se pueden combatir

estas oscilaciones haciendo mallas mas finas, o utili-
zando una esquema de ponderacion a contracorrien-
te, que perturba las funciones de forma y estabilizan
la solucidn, pero que introduce dispersion artificial. El
método de elementos finitos es un método que no es
demasiado dificil de implementar, que conserva
masa local y globalmente, y que, dada una malla ade-
cuada, es capaz de simular de forma acceptable los
problemas de intrusidon marina.

El método de elementos mixtos se obtiene al
imponer la continuidad de los flujos de un elemento
a otro. Estos flujos, siendo entidades vectoriales, se
discretizan mediante funciones de forma vectoriales.
Al expresar después los flujos en términos de gra-
diente de nivel piezométrico o presion, y expresando-
los éstos en funcidn de los niveles medios en las aris-
tas y de los elementos, se obtiene un problema que
tiene como incégnitas los niveles medios en los ele-
mentos y en las caras de los elementos. Bures y
Oltean (2000) describen una implementacion para
problemas de densidad variable que conserva la
masa localmente. Los fundamentos del método se
describen en muchos textos, por ejemplo, Chavent y
Roberts (1991). La ventaja principal sobre el método
de los elementos finitos es que proporciona un
campo de velocidades continuo, lo que evita proble-
mas de interpolacion vy facilita el calculo de lineas de
flujo. Estas lineas de flujo son importantes al utilizar
métodos eulerianos-lagrangianos para el problema
de transporte.

En los métodos lagrangianos, se representa al flui-
do mediante un conjunto discreto de “particulas” que
se mueven con la velocidad del agua. Para cada par-
ticula se escoge un sistema de coordenadas que
sigue a la particula. En ese sistema de coordenadas,
se nota so6lo el efecto de la difusidn, dispersion y reac-
ciones, pero no los efectos de adveccion. La solucion
es, entonces, mas suave y ello permite el uso de
pasos de tiempo mucho mas grandes que los que se
utilizan en los métodos eulerianos. Esta ventaja es
compartida por todos los métodos de esta familia. Si
se considera a cada particula como un nudo de la dis-
cretizaciéon espacial, la malla va cambiando en cada
paso de tiempo y se puede llegar a tener mallas muy
irregulares. Esto da un sobrecoste computacional y
puede dar problemas de interpolaciéon. De ahi que en
la practica se cambie el método para que utilice una
malla fija. El resultado son los métodos eulerianos-
lagrangianos como el método de las caracteristicas
(method of characteristics, MoC) y el método modifi-
cado de las caracteristicas (modified method of cha-
racteristics MMoC). En los métodos MoC y MMoC, se
discretiza el espacio utilizando diferencias o elemen-
tos finitos. En el método MoC, se colocan unas parti-
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culas en cada celda, y se las desplaza de acuerdo con
el campo de velocidades vigente. En el método
MMoC en cambio se utiliza el campo de velocidades
para ver el origen de cada particula en el tiempo de
solucion anterior. Asi, se obtiene una solucién con
una distribucion regular de informacion. En los dos
casos, el problema que aparece es que en la realidad
la difusion y la adveccion tienen lugar a la vez, mien-
tras que en el método numérico se tienen que tratar
uno después del otro. Dado que la dispersidon depen-
de del gradiente de concentracion y éste se ve afecta-
do por la adveccidon, puede que haya diferencias
importantes simulando primero la adveccién o pri-
mero la difusion. En la practica, a veces se toma
como gradiente el promedio entre el gradiente ante-
rior y posterior al paso advectivo.

Ruan y McLaughlin (1999) discuten las fuentes de
error en ese tipo de esquemas, y mencionan cuatro: i)
errores asociados a la interpolacién de la velocidad
en el espacio y tiempo (disminuyen con una discreti-
zacion espacial y temporal mas fina); ii) errores aso-
ciados a la interpolacién de la concentracion de una
particula (disminuyen con una discretizacion espacial
mas finas), iii) errores asociados al tratamiento sepa-
rado de la adveccioén y la dispersion (disminuyen con
una discretizacion temporal mas fina), y iv) errores
asociados al céalculo de la difusiéon y dispersion (dis-
minuyen con una discretizacion espacial mas fina). Se
trata entonces de encontrar una discretizacion espa-
cio-temporal suficientemente fina para que el efecto
de estos errores sea pequeno, pero que no haga el
problema de codmputo demasiado costoso.

La ventaja principal del método es su robustez
cuando el término advectivo es dominante. Desde un
punto de vista computacional, el método MMoC lleva
a un sistema matricial simétrico y positivo definido, lo
cual facilita una resoluciéon mas rapida (Galeati et al.,
1992). Un problema que presentan estos métodos es
que no conservan la masa localmente, ya que la solu-
cion entre dos nudos se obtiene en base de una inter-
polacidon que no tiene por qué respetar el balance de
masa. Tampoco conservan la masa globalmente. El
método ELLAM, descrito a continuacion, arregla ese
segundo inconveniente. Un coédigo que utiliza el
método MMoC es SEAWAT-2000 (Langevin et al.,
2003).

El método euleriano-lagrangiano localizado adjun-
to (Eulerian-Lagrangian localized adjoint method,
ELLAM) (Celia et al., 1990) integra la ecuacidon de
transporte tanto en el tiempo como en el espacio, y
utiliza funciones de forma que dependen del espacio
y del tiempo. Las funciones se escogen de forma tal
que son constantes en las lineas caracteristicas de
flujo a través del tiempo. Estas funciones de forma

ofrecen un método de interpolaciéon con sentido fisi-
co y se pueden utilizar para implementar las condi-
ciones de contorno de una manera natural. El método
conserva la masa globalmente. Vence asi las dos des-
ventajas principales de los métodos lagrangianos.
Sin embargo, no parece haber ningun cédigo de flujo
y transporte con densidad variable que lo emplee.
Esto es tal vez debido a que el método es relativa-
mente joven. Probablemente, es cuestion de tiempo
que aparezca alguno.

Problemas de optimizacion

Desde la perspectiva de la optimizacion, un modelo
es una aplicacién de entrada - salida en funciéon de
unos parametros que definen los propiedades hidrau-
licas (p. ej., transmisividad) y/o las fuerzas externas
(p. ej., extracciones). En los problemas de optimiza-
cion, se puede distinguir entre los de seleccién de
modelos (encontrar la forma de la aplicacion), el pro-
blema inverso (encontrar los pardmetros de las pro-
piedades hidraulicas) y el problema de control
(encontrar los parametros de las fuerzas externas).
Para definir matematicamente el problema de optimi-
zacion, se utiliza una funcién objetivo en términos de
la salida del modelo, los pardmetros y/o las observa-
ciones. Ademas, se pueden anadir restricciones a los
parametros y a la salida del modelo, rechazando asi
ciertas soluciones.

El problema inverso consiste en encontrar los
parametros del sistema que den el mejor ajuste posi-
ble entre los valores simulados y observados para un
modelo dado. Para ello, la funcién objetivo se define
en términos de la diferencia entre los valores simula-
dos y los observados (residuos). El problema de opti-
mizacion busca el minimo de esta funcion. Las res-
tricciones al problema de optimizacién, si las hay,
ponen limites a los valores admisibles para los para-
metros. Un estudio del problema inverso de un acui-
fero aporta conocimiento sobre cuales son los para-
metros fundamentales del sistema, sobre la fiabilidad
de las predicciones hechas con el modelo, sobre si las
medidas de las que se dispone informan realmente o
no sobre el sistema y sobre déonde ubicar nuevos dis-
positivos de medida. Claves de este estudio son i) un
analisis del error de medida, ii) un analisis de sensi-
bilidad de valores simulados a los parametros y iii) un
andlisis de correlacion entre los parametros.
Informacion general sobre los conceptos utilizados
en el problema inverso se puede encontrar en (Hill,
1998) y en (Carrera et al., 2005). Shoemaker (2004)
lleva a cabo estos tres tipos de andlisis en un proble-
ma de intrusién marina expresado en unos pocos
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parametros, y encuentra que para el acuifero estudia-
do, los datos de nivel no son suficientes para poder
estimar ninguno de ellos. Utilizando los datos de
nivel en combinacion con datos de salinidad, la sen-
sibilidad de los pardmetros a sus observaciones
mejora enormemente y aun mas combinando obser-
vaciones de nivel con observaciones del flujo. El pro-
blema inverso en casos de intrusiéon marina tiene la
peculiaridad de que la forma y el movimiento de la
zona de mezcla es sensible tanto a los pardmetros de
transporte como a los de flujo. Los niveles, en cambio
aportan mas informacion cuanto mas lejos del mar
estén (Sanz y Voss, 2006). Consideraciones como ésta
son importantes a la hora de disehar una red de
medida

A menudo, los modelos hidrogeoldgicos se utili-
zan como herramientas de gestién con las que se
quiere evaluar el impacto de futuras acciones sobre
los acuiferos modelados. Los fines son tan variados
como la descontaminacion de acuiferos, abasteci-
miento de agua o el control de nivel para impedir o
garantizar la inundacion de ciertas zonas. La medida
en la que se alcancen estos objetivos se puede expre-
sar en una funcién objetivo, las restricciones pueden
referirse, por ejemplo, a la posicién de la interfaz
entre agua salina y agua dulce, a la cantidad total
bombeada, etc. Bhattacharjya y Datta (2005) maximi-
zan la cantidad de agua extraida, manteniendo la sali-
nidad bajo ciertos limites. Das y Datta (1999) descri-
ben tres problemas de control con dos objetivos cada
uno. Por lo tanto, tienen dos funciones objetivo aso-
ciada a cada problema. Abarca et al., (2006) compa-
ran dos formulaciones del problema de control apli-
cadas al mismo sistema de acuiferos, para encontrar
los caudales de inyeccién adecuados en barreras
hidraulicas a la vez que se optimizan los caudales de
extraccion para el abastecimiento de agua.

Hay muchos métodos para resolver problemas de
optimizacion, y se pueden dividir de diferentes for-
mas. Por comportamiento, se puede distinguir entre
métodos de busqueda local y métodos de busqueda
global. Los métodos de busqueda local empiezan en
un punto del espacio de pardmetros y calculan una
direccion de mejora, para luego perturbar los para-
metros en esta direccidon. Terminan asi yendo al mini-
mo local mas cercano. Los métodos de busqueda
local incluyen pero no estan limitados a: el método de
Newton, el de Levenberg - Marquardt, los de gradien-
tes conjugados, el de los simplex. Estos métodos
poseen una convergencia entre lineal y cuadratica. El
numero de iteraciones necesarias depende entonces
no sélo del niumero de pardmetros a estimar sino
también del punto de partida.

Los métodos de busqueda global en cambio tratan

de muestrear el espacio de parametros admisibles, y
asi es mas probable que encuentren un minimo glo-
bal. Los métodos de busqueda global incluyen pero
no estan limitados a: algoritmos genéticos (McKinney
y Lin, 1994), simulated annealing (Kirkpatrick et al.,
1983), Monte Carlo o el método multiobjetivo de opti-
mizacion de la universidad de Arizona (multiple
objective optimization method - University of
Arizona, MOCOM-UA) (Yapo et al., 1998).

Por aplicabilidad, se pueden distinguir métodos
lineales y métodos no lineales. Los métodos lineales
sirven si las restricciones y el modelo son funciones
lineales de los parametros. Si éste es el caso, se pue-
den aplicar los métodos de programacién lineal y
variantes, que son muy eficientes. Si no es el caso, se
tienen que utilizar métodos de programacion no line-
al, como los citados anteriormente.

El tiempo de céalculo de los métodos no lineales es
en general 6rdenes de magnitud mayor que el de los
lineales. Esto es debido al gran nimero de simulacio-
nes que suelen necesitar, sea para calcular las deriva-
das de la funcién objetivo respecto de los pardme-
tros, sea para muestrear el espacio de los
parametros. Esto hace que, en ocasiones, el proble-
ma sea computacionalmente inviable y precise de
buscar maneras de hacerlo factible.

En problemas de intrusiéon marina, una primera
estrategia es la de linealizar el modelo para poder uti-
lizar métodos de programacion lineal, despreciando
los efectos de la densidad variable. Hallaji y Yazicigil
(1996) utilizaron este método para determinar la posi-
cion o6ptima del bombeo, suponiendo lineal la rela-
cion entre descenso en un punto y el caudal extraido.
Utilizando un modelo numeérico previamente calibra-
do, se construyd una matriz de respuesta de cada
pozo a los caudales extraidos en los demas pozos. Asi
es posible resolver el problema utilizando la matriz de
respuesta y un método de programacion lineal (es
decir, sin utilizar el método de simulacién numérica
una vez construida la matriz). Al imponer niveles
minimos en ciertos nudos costeros, es posible con-
trolar el avance de la intrusiéon marina. Abarca et al.,
(2006) adaptaron la misma estrategia, pero ademas
emplearon los precios “sombra” ( los multiplicadores
de Lagrange de de cada restriccion) para evaluar la
eficiencia hidraulica, que resulté de entre 1,4y 1,7m?
de aumento caudal bombeable por cada 1m?® recupe-
rado. En una segunda fase, extendieron el problema
al control de concentraciones. En este caso el proble-
ma es no lineal.

Mantoglou (2003) utiliza una estrategia diferente:
utiliza un modelo analitico de dos fluidos inmiscibles
para modelar la intrusién marina. Compara dos méto-
dos para imponer la restricciéon de que un pozo no

589



Hidalgo, J.J. et al., 2007. Simulacién y calibracién de problemas de intrusion... Boletin Geoldgico y Minero, 118 (Num. Especial): 577-592

pueda dar agua salada. Con uno de estos métodos es
posible formular una restriccion lineal, lo cual abre la
via al uso de métodos de programacion lineal.

Qahman et al. (2005), en cambio, sustituyen su
modelo fisico por una red neuronal previamente
entrenada. De este modo, tienen un tiempo de calcu-
lo mucho menor por cada ejecucién del problema
directo, lo cual les permite utilizar métodos de opti-
mizacion globales con cinco parametros.

Sintesis

La primera observacion es que la ley de Darcy se
deduce de manera indirecta de un simple equilibrio
de fuerzas. Por ello, la forma natural de escribirla es
en términos de presion. Sdélo en el caso en que la den-
sidad se suponga constante (o funcion exclusiva de la
presion) puede escribirse la ley de Darcy en términos
de nivel piezométrico. En problemas de flujo con den-
sidad variable no existe un potencial del que se
pueda derivar el flujo con una ley de tipo Fourier. La
principal implicacion es que, aunque se pueden dibu-
jar lineas de igual presién o nivel equivalente de agua
dulce, los mapas que resultan son poco informativos
respecto de las direcciones de flujo.

La ecuacion de flujo expresa la conservacion de
masa de fluido. Si la densidad es constante, la con-
servacion de masa es equivalente a la conservacion
de volumen, que es lo que expresa la ecuacion de
flujo que se resuelve habitualmente. Incluso si la den-
sidad sdlo depende de la presidn, se puede llegar a
expresiones analogas. Cuando la densidad depende
de la concentracidon, sélo puede eliminarse de la
ecuacion cuando se hace la hipdtesis de Boussinesq
de que las isolineas de concentracidon son sub-parale-
las al flujo. Esta hipdtesis es razonablemente buena
para flujo estacionario pero no para transitorio. Por
ello, parece mas razonable no hacer ninguna simplifi-
cacion y trabajar directamente con la forma original.
Una segunda implicacién de que la ecuacion de flujo
expresa la conservacion de masa de fluido es que
debe reconocer todos los términos de entrada y sali-
da de masa. Esto es especialmente delicado cuando
se utilizan condiciones de contorno de concentracion
fija en la ecuacion de transporte. En ese caso, las
fuentes de sal provenientes del contorno deben
incluirse en la ecuacion de flujo. En la practica no es
un problema especialmente grave, ya que este tipo
de condiciones raramente simulan procesos natura-
les. Sin embargo, es importante desde el punto de
vista del desarrollo de codigos y su posterior verifica-
cion. Muchos de los problemas tipo incluyen condi-
ciones de esta clase.

Para la resolucion numeérica de las ecuaciones hay
nuevos métodos (elementos mixtos, ELLAM) que tie-
nen claras ventajas sobre los métodos mas utilizados
(elementos finitos y diferencias finitas). Sin embargo,
son métodos relativamente jévenes y su uso no es
aun muy comun. La simulaciéon de la intrusiéon mari-
na sigue siendo computacionalmente costosa, inclu-
so en dos dimensiones. Por esto, desde el punto de
vista de las aplicaciones, aun existe el reto los mode-
los tridimensionales. El problema del coste afecta
también a los problemas de optimizacién. La ausen-
cia de herramientas adecuadas obliga a simplificar y
asumir hipotesis que pueden llevar a conclusiones
errdoneas o imprecisas.
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