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RESUMEN

La complejidad de los medios geoldgicos, asi como el que cada vez mas se requieran estudios de mayor detalle, ha provocado un gran
auge en el empleo de modelos numéricos en hidrogeologia, fundamentalmente de flujo de agua, pero también de forma creciente de
transporte de solutos. Debido a esta complejidad y a la dificultad de disponer de medidas directas de los parametros fisicos de flujo y
transporte (conductividad, difusion, porosidad, etc.), resulta necesaria una calibracion. Este proceso de calibracion se puede llevar a cabo
de forma manual o automatica. Aunque actualmente se dispone de un buen nimero de cédigos que permiten la calibracion automatica,
todavia se sigue empleando la calibracion manual. En este articulo se presenta brevemente la teoria del problema inverso y se muestra
su aplicacion a dos ejemplos mostrando algunas de las posibilidades de la calibracion automatica.
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The inverse problem in hydrogeology. Applications

ABSTRACT

The complexity of geological media, together with the need of larger detail studies has led to an important increase in the use of hydro-
geological models, mainly for flow, but growing in solute transport studies. Due to the complexity and dificulty of obtaining direct mea-
surements of flow and transport physical parameters (conductivity, diffusion, porosity, etc.) calibration is required. This calibration pro-
cess can be done automatically or manually. Even though a large number of codes that allow automatic calibration is available, manual
calibration is still in use. In this paper, the theory of the inverse problem and its application to two examples is shown.

Key words: calibration, inverse problem, modeling, objective function

Introduccion consideran relevantes para el problema simulado. En
muchas ocasiones, de todos los procesos que tienen
Un modelo es una herramienta disenada para lugar, sélo unos pocos son conocidos y, entre éstos,
simular algun aspecto del comportamiento de un sis- la mayoria Unicamente se pueden representar
tema real. Los modelos hidrogeoldgicos tienen como  mediante simplificaciones de la realidad. En definiti-
finalidad simular el flujo de agua y el transporte de va, en esta fase se decide qué procesos se van a con-
solutos a través de formaciones geoldgicas. siderar y como se van a representar matematicamen-
Contrariamente a otros tipos de modelos, ni los te (flujo de Darcy, dispersion de Fick, adsorcion lineal
procesos fisico-quimicos que definen el flujo y el o no lineal, difusién en la matriz rocosa, etc.).
transporte, ni la estructura de los parametros que los Identificacion de la Estructura del Modelo: En Ia
controlan son siempre bien conocidos. fase anterior el sistema real se ha reducido a una o
Para situar adecuadamente el problema inverso mads ecuaciones, que estan definidas en base a los
dentro del proceso de modelacidon, es conveniente parametros fisicos (conductividad, porosidad, etc.),
distinguir a grandes rasgos las siguientes fases en el de los que es preciso definir su estructura, es decir, su
desarrollo de un modelo: variacion espacial y temporal. Ademas, es necesario
Identificacion de Procesos: Seleccion de los proce-  definir la geometria del modelo, las condiciones de
sos fisicos (y quimicos), y sus ecuaciones correspon- contorno, etc. Normalmente los datos disponibles
dientes, que deben incluirse en el modelo y que se sobre estos pardmetros fisicos son escasos, por lo
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que una definicion exhaustiva de su variacién espa-
cial y temporal es inabordable, debiendo general-
mente expresarla en funcién de un pequefo numero
de variables, que se suelen conocer como parametros
del modelo. Es importante tener presente en el pro-
ceso de modelacién que los parametros del modelo
no son mas que unos valores que aproximan de una
cierta forma (dependiendo de cada modelo) los
correspondientes parametros fisicos.

Estimacion de parametros (problema inverso):
Cuantificacion de los pardmetros del modelo. Esta
fase conlleva mayores dificultades de las que en un
principio cabria esperar: los datos sobre los parame-
tros fisicos provienen de varias fuentes con distintos
grados de representatividad; algunos parametros se
pueden medir en campo, pero suelen ser dificiles de
obtener y propensos a errores; en ocasiones las
medidas se han efectuado en escalas y bajo condicio-
nes distintas a las del modelo, por lo que pueden ser
numérica y conceptualmente distintas entre si, etc.
Por todo esto, los parametros del modelo se buscan
de modo que se obtenga la mayor similitud posible
entre los valores medidos y calculados de niveles y
concentraciones. Este proceso se conoce como cali-
bracion o problema inverso.

La separacion de estos tres conceptos no deja de
ser un tanto arbitraria, porque en muchos casos se
solapan. Sin embargo, conviene mantenerla, aunque
solo sea a efectos de organizar ideas. Las dos prime-
ras fases se suelen incluir bajo el término de concep-
tualizacion y la ultima en el de estimacién de para-
metros o problema inverso.

Debido a las dificultades ya mencionadas, en el
ambito de la hidrogeologia se hace necesario la cali-
bracion de los parametros. Ello ha provocado que se
haya dedicado un gran esfuerzo de investigacion rela-
cionado con el problema inverso. Esta larga y fructi-
fera investigacion ha dado lugar también a distintos
enfoques en el planteamiento del problema inverso.
Los diferentes métodos se diferencian en el modo
como se expresan los parametros (en algunos casos
se tratan de forma determinista y en otros son fun-
ciones aleatorias) y los algoritmos empleados en la
calibracion (ver, por ejemplo, los estados del arte de
Yeh, 1986, Carrera, 1987, MclLaughlin y Townley,
1996).

Aunque con enfoques distintos, el objetivo final de
todos estos métodos consiste en buscar aquellos
valores de los pardmetros que proporcionan una
buena similitud entre los valores medidos y calcula-
dos de niveles y/o concentraciones (u otras variables
de estado, como temperatura, contenido de hume-
dad, etc.) Para llevar a cabo este propdsito, se van
modificando los valores de los pardmetros hasta con-
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seguir dicha similitud. Esta modificacion se puede lle-
var a cabo mediante el empleo de cualquiera de los
algoritmos que se describen en las referencias ante-
riores (hablamos de calibracién automatica), o bien
de forma manual, es decir, con los criterios subjetivos
de cada uno se van realizando distintas simulaciones
cambiando los valores de los parametros que se con-
sidere oportuno. Con la primera metodologia un pro-
grama trata de minimizar algun tipo de distancia
entre los valores medidos y los calculados y ha teni-
do un gran auge en los ultimos 25 anos, fundamen-
talmente para la ecuaciéon de flujo y en algo menor
medida para la de transporte. El segundo método,
que fue el primer método empleado, es lento y labo-
rioso, estando muy sujeto a la experiencia y subjeti-
vidad del modelista.

Organizacion y objetivos

Se presenta una de las formulaciones de la cali-
bracion automatica. Para ello se muestran primero
las ecuaciones de flujo y transporte y las ecuaciones
del problema inverso para dicha formulacion. Se
comentan los principales puntos de interés, asi como
algunos puntos de la calibracion automatica que se
suelen pasar por alto o que tienen una cierta dificul-
tad. Finalmente se muestra la aplicacion de la teoria a
dos ejemplos y se resumen los puntos més destaca-
dos en las conclusiones.

Ecuaciones

Las ecuaciones con las que se muestra la formula-
cion son las de flujo de agua subterranea y de trans-
porte de solutos. Por simplificar la exposicién, las
ecuaciones se refieren a medio bidimensional.

El flujo en acuiferos confinados estd gobernado
por (Bear, 1972, Custodio y Llamas, 1983):

[ﬂTDM+q:Sﬂ]an 1)
17,8

donde h es el nivel, T es el tensor de transmisividad,
S es el coeficiente de almacenamiento, Q es el domi-
nio del problema, g es el término fuente/sumidero
distribuido superficialmente (recarga/extraccién) y t
es el tiempo.

La ecuaciéon (1) se resuelve con las condiciones
iniciales:

h(x,y,0) = hy(x,y) (2)
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donde h, puede ser cualquier funcién arbitraria, o la
solucidon de la ecuacion (1) en una simulacién ante-
rior, frecuentemente el régimen estacionario.
También es comun, sobre todo al analizar ensayos de
bombeo, que h, se tome igual a cero en todo el acui-
fero, en cuyo caso h representa las variaciones de
nivel o descensos.

Las condiciones de contorno pueden ser de
Dirichlet:

h=H en T,

0 mixtas:

(TOh)n=a(H-h)+Q en T, 3)

donde =T, ,eselcontorno de Q, nes el vector uni-
tario normal a I y dirigido hacia el exterior, H es un
nivel externo, Q es un caudal prefijado y a es un coe-
ficiente que controla el tipo de condicién de contorno
(a = 0 para caudal fijo, y a # 0 para condicién mixta,
en cuyo caso o es un coeficiente de goteo).

La ecuacion (1) y las condiciones de contorno,
quedan expresadas en funcién de los parametros fisi-
cos (transmisividad, recarga, coeficiente de almace-
namiento, etc.). Para resolver esta ecuacion, es nece-
sario describir adecuadamente la variacion espacial y
temporal de los mismos (identificacién de la estruc-
tura del modelo).

El transporte de solutos en un acuifero incluyendo
los procesos de difusién, dispersion, conveccion,
reacciones quimicas de primer orden y adsorcion
esta controlado por la ecuacion (Bear, 1972, Custodio
y Llamas, 1983):

bR% =0(DII0) +o(¢ )~ MbRe ()
siendo @ la porosidad del acuifero, b su espesor, c la
concentracion del soluto, ¢’ es la concentracion exter-
na en fuentes distribuidas superficialmente, t el tiem-
po, R el coeficiente de retardo debido a fendmenos de
adsorcion, g es el flujo de Darcy, A es el coeficiente de
desintegracion radioactiva, D es el tensor de disper-

sion:
D,, D, DXZE
D:%xy Dyy Dyz
. DyZ DZZQ

(5)
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a,of +a.(g; +q7)

D,, = ¢D, +
" d
D, =D, + ar(g; +0;) +a.q;
a (5.1)
D, = g, + T1% * (G + )
g
0,
DXY = (aL - aT) |q|y (5 2)
D, =(a,~ar)
SR ..
O = (@ = an)7 (5.3)

siendo D, el coeficiente de difusion molecular, a, la
dispersividad longitudinal, a, la dispersividad trans-
versal, q,, q, Y g, las componentes del vector g en las
direcciones de los ejes X, y, z respectivamente y |q| su
madulo.

La ecuacion (3) se resuelve con las condiciones de
contorno e iniciales siguientes:

Condiciones de contorno de Dirichlet:

c=c, en I,

y mixtas:

DOcn=p(c,-c)+M en T, -

donde '=T.T , es el contorno de Qy siendo =0y
M = 0 condicion de contorno de salida (flujo masico
nulo), B = -gn condicion de entrada con concentracion
c,YyB=0y M#0 condicién de contorno de entrada de
masa.

Condiciones iniciales:

c(X,y,0)=c,(x,y) Ox,yOQ ()

donde ¢, (x; y) es una funcion arbitraria dada o bien la
solucion en régimen estacionario de la ecuacion (4).
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Parametrizacion

Para resolver las ecuaciones de flujo y transporte
de solutos (1) y (4) con sus respectivas condiciones
iniciales y de contorno, es preciso conocer los valores
de los parametros de las mismas (transmisividad, dis-
persividad, porosidad, etc.). Ademas, salvo casos
muy particulares y simples en los que se dispone de
solucion analitica, para resolver dichas ecuaciones es
necesario recurrir a métodos numeéricos. Para ello es
preciso discretizar las ecuaciones y con ello, los valo-
res de los parametros. El proceso por el que se reali-
za esta discretizacion se denomina parametrizacion.
Debido a que la informacién disponible sobre los
pardmetros fisicos acostumbra a ser escasa, la varia-
bilidad espacial se suele expresar en funcidon de unos
pocos parametros, los parametros del modelo.
Muchas de las parametrizaciones que hay en la
bibliografia se pueden representar como

PI=Y P9

(9)

donde p,; son los parametros del modelo y ; (x) son
unas funciones de interpolacion. Dependiendo de las
funciones de interpolacion empleadas se obtienen
distintas parametrizaciones, (para ver una presenta-
cion exhaustiva de los distintos tipos de parametriza-
ciones consultar por ejemplo, Macaughlin y Townley,
1996). En este trabajo, se presenta la zonificacion por
ser una de las mas sencillas y empleadas. En esta
aproximacion se divide el dominio en subconjuntos
disjuntos denominados zonas y |, (x) = 0 fuera de la
zona jy , (x) =1 en la zona j. Es decir, los parametros
fisicos se aproximan como constantes en cada zona.

Con esta aproximacién uUnicamente se tiene la
variacion espacial. Algunos parametros presentan
también variacion temporal. En este caso, lo mas
habitual suele ser considerar de forma independiente
la variacion temporal y la espacial, es decir,

p(x,t) = p(x) f,(t) (10)
siendo f,(t) una funcion que contiene la variacion tem-
poral del pardmetro fisico p. Juntando las ecuaciones
(9) y (10) resulta la aproximacion del parametro fisico
p:

p(xt) =) p

=1

. t
¥, 09,0 .

Aqui se ha presentado un solo tipo de parametri-
zacion, no obstante, independientemente del tipo
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empleado, deben recordarse los siguientes puntos:

El proceso de calibracion modifica los valores p;,
en general, éste no es el valor de la aproximacion del
parametro fisico correspondiente, sino que ésta hay
que calcularla mediante (11).

Si se desea calibrar el modelo, conviene que el
numero de parametros no sea muy grande, sobre
todo si se realiza de forma manual. Ademads, debe
tenerse muy en cuenta que, en general, cuantos mas
parametros se empleen, mejor ajuste (similitud entre
valores calculados y medidos de niveles y/o concen-
traciones) cabe esperar, pero esto suele ser a costa de
introducir parametros que pueden carecer de sentido
fisico. Hay que tener cuidado, pues con la sobrepara-
metrizacion.

El nimero de parametros que se pueden calibrar
es funcién de la cantidad de informacion que dispon-
gamos.

Problema inverso (calibracion)

Como se ha mencionado en la introduccion, la
calibracion (también conocida en la literatura como
problema inverso) se puede llevar a cabo de forma
manual o automatica. La primera, que ha sido casi la
Unica utilizada durante mucho tiempo, consiste en
modificar sucesivamente los valores de los parame-
tros en base a los resultados de la simulacion, utili-
zando criterios obtenidos con la experiencia de quien
esta realizando el modelo, hasta lograr un ajuste
satisfactorio. Con la segunda, ademds de obtener
(igual que la manual) unos valores estimados de los
parametros, permite también obtener informaciones
adicionales que con la calibracion manual no son
posibles de obtener o resulta muy complicado (matriz
de covarianza de los parametros, intervalos de con-
fianza, etc.).

Independientemente del tipo de calibracidon que se
vaya a efectuar, hay que definir con precision criterios
objetivos para su realizacion (sin duda, en la manual
no es tan necesario, puesto que es posible introducir
con relativa facilidad criterios subjetivos basados en
la experiencia personal).

El proceso de calibracién tiene como objetivo
obtener unos pardmetros con los que se reproduzca
de forma adecuada la evoluciéon del sistema, evolu-
cion que viene en este caso definida por los valores
de niveles y concentraciones. Se trata, pues, de hallar
los parametros que den como resultado unos valores
de niveles y de concentraciones lo mas parecidos a la
realidad observada. Para ello es necesario expresar
matematicamente el problema anterior, es decir, es
preciso definir algun tipo de distancia entre los valo-
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res calculados y los medidos que controle la seme-
janza entre unos y otros. De inmediato surge un pro-
blema: No es posible conocer realmente la diferencia
entre las soluciones (exactas) de las ecuaciones h,, c,
y los valores (reales) de niveles y concentraciones,
porque ninguno de éstos es conocido, el primero
porque la resolucidon de las ecuaciones suele ser
numérica (lo que conlleva de forma implicita errores
de discretizacion, de redondeo, del esquema numéri-
co, etc.), y el segundo, porque todo proceso de medi-
da conlleva un cierto error.

Si se denota por z el vector formado por los nive-
les y concentraciones calculados, z, el vector formado
por las soluciones exactas de las ecuaciones (1) y (4),
Z el vector formado por los niveles y concentraciones
reales y por z* el vector formado por los niveles y
concentraciones medidos, se pueden distinguir los
tres tipos de errores siguientes:

1.- z-z, (error numérico, diferencia entre el valor
calculado numéricamente y la solucién analitica)

2.- z,-Z(error debido a la imprecision en los valores
de los parametros y la estructura del modelo, dife-
rencia entre la solucién analitica y los valores reales
de niveles y concentraciones)

3.- 2z* (error de medida, diferencia entre los valo-
res reales de niveles y concentraciones y los valores
medidos)

Como se observa facilmente, no es posible cono-
cer el valor de ninguno de estos errores por separa-
do, aunque si la suma de todos, z-z* (diferencia entre
el valor calculado y el medido), motivo por el cual, en
lugar de buscar los valores de los parametros con los
que se consigue una mejor aproximacion entre los
valores exactos de la ecuacion y los “reales” (que
sera lo mejor), hay que conformarse con buscar aque-
llos valores de los parametros que conlleven a una
mejor aproximacion entre los valores calculados y los
medidos. El planteamiento resulta, pues, muy intuiti-
vo: se buscan los parametros del modelo que dan
lugar a una distancia minima entre zy z*. Aunque hay
varias formas de plantear esta distancia, en este arti-
culo hablaremos exclusivamente del método de
maxima verosimilitud.

Se denomina verosimilitud (y se denota por
L(H=R)) de la hipoétesis H dadas las observaciones R a
kf(R=H), siendo k una constante arbitraria y f(R=H) la
funcién de densidad de probabilidad de obtener los
resultados R dada la hipdtesis H, de acuerdo a un
cierto modelo estadistico. En nuestro caso, R es el
conjunto de observaciones (los valores medidos) y la
hipotesis H estd formada por los valores de los para-
metros y por las ecuaciones de flujo y transporte. El
meétodo de maxima verosimilitud consiste en obtener
los parametros que maximizan el valor de L(H=R). El
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fundamento de este método radica en el axioma de
verosimilitud (también denominado principio)
(Edwards, 1972):

“Dentro del marco de trabajo de un modelo esta-
distico, toda la informacién que los datos proporcio-
nan respecto al mérito de dos hipotesis, esta conteni-
da en la razon de verosimilitud de ambas respecto de
los datos y la razén de verosimilitud se interpreta
como el grado respecto del cual los datos soportan
mejor una hipotesis que la otra.”

La funcion objetivo

Bajo las hipdtesis de distribucion normal de los
residuos y de la informacidon previa, asi como de
independencia entre los errores de medida de nive-
les, concentraciones e informacién previa, la funcién
de verosimilitud viene dada por la expresion:

L= (2 *((c,/ e o) 2et-S(h-h*) Ci(h-h+) +

(c—c*)'Cc-c*)+(p-p*) C,H(p- p*))]
(12)

donde hy c son vectores con los valores calculados
de niveles y concentraciones respectivamente, h* y
c*son vectores con los valores medidos, p es un vec-
tor formado por los pardmetros calculados, p* es la
informacion previa de los mismos, C,, C, y C, son res-
pectivamente las matrices de covarianza de los erro-
res de niveles, concentraciones y parametros respec-
tivamente (si la informacion previa de los distintos
tipos de parametros no estan correlacionadas entre
si, C, tiene una estructura diagonal por bloques -un
blogue para cada uno de los tipos de pardmetros-) y
n es el numero total de datos (niveles medidos + con-
centraciones medidas + informacion previa de para-
metros).

Puesto que generalmente es mas sencillo estable-
cer las correlaciones de forma relativa que de forma
absoluta, siguiendo a Neuman y Yakowitz (1979),
suponemos que las matrices de covarianza se pueden
expresar como:

G =1V, V.

Cc:Tc c? c:|:Ti\/i

(13)

siendo T,, T, ¥ T, (i=1, ..., niumero de tipos de parame-
tros) escalares desconocidos y V,, V. y V, matrices
simétricas definidas positivas con la estructura de
correlacion de las observaciones. En la ecuacion (13)

se esta suponiendo que los errores en la informacion
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previa de los distintos tipos de parametros no estan
correlacionados, es decir, la matriz de covarianza de
la informacién previa tiene una estructura diagonal
por bloques, que son las matrices V, (i =1, ..., numero
de tipos de parametros).

El método de maxima verosimilitud consiste pues,
en maximizar la expresion definida en (12). Por sim-
plicidad, en lugar de maximizar esta expresion, se
minimiza S= -2In(L). Si ademds se suprimen los tér-
minos que contienen parametros estadisticos, queda:

F=(h-h*)'V;'(h-h*)+A (c—-c*)V,*

(c—c*)+Zi}\i(p, - pl*)t\/i‘l(pI - pl*) (14)
donde
Ac:i’ Ai :h
T T

La ecuacion (14) contiene tres sumandos, cada
uno de ellos relacionado con un tipo de informacion
independiente. El primer término hace referencia al
ajuste entre niveles medidos y calculados, cuanto
mas parecidos sean éstos, menor sera el primer
sumando de (14). Lo mismo sucede con los otros tér-
minos de concentracion y de informacién previa. Los
parametros representan la ponderacion relativa entre
cada uno de estos tipos de informacioén (por ejemplo,
siA, =0y A =0, la Unica informacion que se tendria
en cuenta en la calibracion seria la de niveles). Si la
informacion estadistica contenida en las matrices V
es correcta, entonces los pesos A deberian ser unita-
rios. Aunque en esta exposicion se han incluido uni-
camente datos de nivel y de concentraciones, es posi-
ble incluir todos los tipos datos que se deseen en la
formulaciéon (caudales, contenido de humedad, pre-
siones, y en general, cualquier variable que se pueda
obtener en funcidn de los niveles y/o las concentra-
ciones).

Resumiendo, el problema inverso (hallar los valo-
res de los parametros del modelo) se ha reducido a la
minimizacion de la funcion (14). Es decir, buscamos
los parametros que den lugar al menor valor de (14).
Por este motivo, a esta funcién se suele denominar
funcion objetivo. Llegados a este punto es conve-
niente hacer algunas reflexiones.

- Los algoritmos de minimizacion (que buscan los
pardmetros que dan lugar al menor valor de (14))
son iterativos y como todo proceso iterativo, para
iniciarlo es necesario seleccionar unos valores ini-
ciales de los parametros. Estos valores se suelen
tomar iguales a la informacion previa.

- La minimizacion de una expresién compleja como
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(14) no es tarea sencilla (Fletcher, 1987) y en algu-
nos casos pueden presentarse problemas de con-
vergencia (no alcanzar el valor minimo). Cuando
se tienen dudas sobre si se ha alcanzado, puede
ser conveniente comenzar desde otros valores de
los pardmetros. Los parametros estimados pue-
den depender del valor inicial que se elija. En estos
casos hay que analizar en profundidad el proble-
ma.

El valor de la funcidn objetivo (14) para un cierto
conjunto de parametros no es por si solo repre-
sentativo. Sabiendo uUnicamente que la funcién
objetivo es de 1000 por ejemplo, no se puede
deducir nada sobre la calidad del ajuste del mode-
lo. Unicamente puede proporcionar una cierta
informacion relativa, es decir, si para un conjunto
de valores la funcién (14) vale 1000 y para otro
100, el ultimo valor es el que proporciona un mejor
ajuste.

El valor asignado a A puede ser importante. Una
de las dificultades del problema inverso es que
puede estar mal condicionado. En este sentido, el
término de la informacion previa de los pardme-
tros en (14) proporciona una regularizacion al pro-
blema (Tikhonov y Arsenin, 1997). Cuanto mayor
sea el valor de A\, mejor condicionado esté el pro-
blema. No obstante, imponer un valor excesiva-
mente grande no es solucion, porque entonces el
valor minimo de (14) se obtiene para unos para-
metros muy parecidos a la informacion previa,
reduciendo mucho la importancia de los otros tér-
minos y teniendo por tanto un ajuste pobre en
niveles y/o concentraciones.

Si por el contrario, se reduce el valor de A y se
hace tender a cero, el resultado es que se consigue
el maximo ajuste de niveles (por simplificar el
razonamiento, suponemos que no hay datos de
concentraciéon). Esto, no obstante conlleva dos
problemas:

Problema numérico. Cuanto menor es A, debido a
la relacién no lineal entre h y los parametros de
flujo, la minimizacién de (14) puede ser compleja y
fallar el algoritmo de minimizacién empleado
(Fletcher, 1987). En ocasiones se puede evitar esta
dificultad resolviendo varios problemas inversos
consecutivos empezando por un valor de A, grande
e ir reduciéndolo. Los valores iniciales de cada
problema inverso se toman como los finales del
problema anterior (con el A, mayor).

Conceptual. Si las medidas de nivel, h* no tuvie-
sen error, interesaria que el ajuste de niveles fuera
lo mejor posible, es decir, que el primer sumando
de (14) alcanzara el menor valor posible. No obs-
tante, como las medidas tienen error, no resulta
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conveniente ajustar en exceso los valores calcula-
dos y medidos, porque se podria estar ajustando
el error. Conviene que la diferencia media entre los
valores medidos y calculados (en valor absoluto)
no sea mucho menor que el error de las medidas.
Es importante remarcar que siempre es basica la
definicion del modelo conceptual adecuado. Si el
modelo conceptual no responde a la realidad que
se desea representar, de nada sirve intentar buscar
el minimo de (14), porque éste puede hallarse con
unos valores de los parametros imposibles en el
sistema que se estd modelando. En este caso, la
minimizacién de la funcién objetivo nos puede
indicar que hay que buscar un nuevo modelo con-
ceptual.

Como se deduce de las reflexiones anteriores, la
eleccion del valor de A puede ser critica en el proceso
de calibracién, por tanto seria conveniente disponer
de métodos para hallar el mejor valor de estos pesos.
No obstante, aun no se dispone de un algoritmo que
permita calcularlos de forma precisa y directa. En la
mayoria de casos, lo que se hace es partir de un valor
inicial e ir modificando éstos sucesivamente.

Debido a todas las incertidumbres, no es suficien-
te con tener un valor estimado de los parametros,
sino que resulta conveniente tener también informa-
cion sobre su grado de incertidumbre. En la calibra-
cion manual se obtiene a partir de simulaciones reali-
zadas variando los valores de los parametros, en la
automatica se puede obtener a partir de la matriz de
covarianza de los pardmetros estimados. Con el
método de maxima verosimilitud, es posible obtener
una cota inferior de la matriz de covarianza como

2 =[rlav e, + VL G g

Al utilizar esta expresion, debe tenerse presente
que:

1.- Z es en realidad una aproximacion de la verda-
dera cota de varianza minima.

2.- El estimador de Maxima Verosimilitud alcanza
la varianza minima de forma asintodtica, es decir,
cuanto mayor sea la muestra, mas cercana a la cota
estaria la varianza real de los parametros. Como es
obvio, todas las muestras son finitas.

Criterios de seleccion de modelos

Como se ha comentado en la introduccién, para la
creacion de un modelo, debe realizarse en primer
lugar la fase de conceptualizacion, en la que se selec-
cionan los procesos fisicos que se consideran rele-
vantes, su tratamiento matematico, etc. De esta etapa
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no siempre se obtiene un Unico modelo conceptual,
sino que en funcion de las simplificaciones que se
consideren, y de los fendmenos fisicos que se tengan
en cuenta, pueden resultar varios modelos, a priori
todos igualmente plausibles. La “realidad” nunca se
hallaria entre éstos, siendo meras aproximaciones de
la misma. Nuestro objetivo sera pues, tratar de elegir
aquel que mejor aproxime la “realidad”. Como ésta
no se conoce, es necesario encontrar herramientas
que permitan elegir de la forma mas objetiva posible,
entre varios modelos, aquel que represente de modo
mas fidedigno el sistema fisico que se desea modelar.

El axioma de méaxima verosimilitud permite com-
parar diferentes hipdtesis en el marco de una estruc-
tura especifica. Por ello, no sirve para comparar dife-
rentes modelos basados en estructuras distintas.

Posiblemente el método mas empleado (y sin
duda el mas antiguo) es el analisis de residuos
(entendiendo por residuo la diferencia entre los valo-
res medidos y los calculados). Utilizando los datos
historicos de niveles y de concentraciones, y compa-
rando con los obtenidos por el modelo, es posible
sugerir algunas modificaciones del modelo concep-
tual, para obtener una mejor aproximacion de éste a
la realidad (entre las modificaciones mas utilizadas
estan el anadir nuevas zonas de algun parametro,
variar su geometria, cambiar alguna condicion de
contorno, etc.). Estas modificaciones deben estar res-
paldadas por algun tipo de informacidn relativa al sis-
tema fisico (aunque sea unicamente de forma cualita-
tiva), como litologia, estructura geoldgica,
hidroquimica, etc., sino se corre el riesgo que el
modelo se vaya alejando de la realidad.

En ocasiones un residuo elevado puede estar
motivado por mdas de una causa (p. ej., un nivel alto
puede significar que el modelo estd considerando
una recarga excesiva o una transmisividad muy baja),
haciendo dificil su interpretaciéon para su mejora,
pudiendo incluso no tener nada que ver el error con
los parametros del modelo, sino con la misma discre-
tizacion empleada. Por este motivo, es importante
que antes de la calibracién se haya verificado que la
discretizacion es correcta.

Una forma relativamente simple y que por tanto
resulta tentadora, consiste en aumentar el numero de
parametros a estimar, lo cual puede mejorar el resul-
tado (tener un mejor ajuste entre valores medidos y
calculados), pero puede llevar en muchos casos a una
sobreparametrizacion, es decir, que los parametros
tengan una gran incertidumbre, pudiendo perder su
sentido fisico. Por ello son necesarios criterios menos
subjetivos para analizar el comportamiento de un
modelo conceptual respecto de otro.

Los criterios de seleccion de modelos se deducen
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de forma tedrica basandose en minimizar una distan-
cia entre el sistema real y el modelo usando teoria de
la informacién, utilizar medidas de probabilidad que
aseguren que la probabilidad de elegir el modelo
correcto tienda a 1, etc. (Carrera, 1984). Aqui presen-
tamos el criterio de Kashyap (1982):

d=S+MIn(N/2m) +In|F| (16)

donde S =-2In(L), N es el nUmero total de datos, Mes
el nimero de parametros estimados [F/ es el determi-
nante de la matriz de informacién de Fisher.

Dados dos modelos conceptuales distintos, aquel
cuyo valor de (16) sea menor, deberia ser el seleccio-
nado segun la teoria. Obsérvese que aparte de las
consideraciones tedricas, se estd ponderando por un
lado el valor de S (a menor valor, mejor ajuste) y por
otro lado se esta penalizando el numero de parame-
tros (para evitar la sobreparametrizacién) y la incerti-
dumbre de éstos que viene dada por el determinante
de la matriz de informacién de Fisher.

Aplicaciones

Se presentan dos aplicaciones distintas, una per-
teneciente a un caso real y la otra a un ejemplo sinté-
tico, para mostrar algunas de las posibilidades de
aplicacion del problema inverso. En la primera se pre-
senta una aplicaciéon a un caso real del problema
inverso geoestadistico. En la segunda se muestra una
aplicacion de los criterios de seleccion de modelos.

Problema inverso geoestadistico

El planteamiento en este caso es muy similar al
presentado en la ecuacién (1), con la diferencia que
los parametros pueden ser funciones aleatorias. En el
caso del ejemplo que se presenta, concretamente se
supone que la transmisividad es un campo aleatorio
(se supone que el campo de transmisividades sigue
una distribucion log-normal). La funcién objetivo a la
que se llega es la misma que en (14). El problema
inverso geoestadistico se aplica cuando se sabe que
alguno de los parametros fisicos presenta una gran
heterogeneidad. En la literatura hay diferentes apro-
ximaciones a este problema, Gomez-Hernandez et al.
(1997), Carrera et al. (1992), Kitanidis y Vomvoris
(1983). En este ejemplo se muestra su aplicacion a la
calibracion del campo de transmisividades de una
fractura del proyecto GAM (GAs Migration in Shear
zones) cuyo objetivo es el de obtener un mejor cono-

cimiento de los procesos involucrados en el transpor-
te de gas en fracturas.

La fractura que se estudia en el proyecto GAM se
encuentra ubicada en la parte sur del Grimsel Test
Site (GTS). En esta zona existe una familia de planos
de fractura que buzan en la direccion NE-SO y mues-
tran estructuras internas similares. Macroscopica-
mente las zonas de cizalla se caracterizan por la exis-
tencia de zonas de deformacion ductil que forman
bandas de milonita ricas en mica. Existen zonas
donde la deformacion es muy elevada dando lugar a
la aparicion de horizontes de material muy fragil con
espesores que van desde unos pocos milimetros
hasta centimetros. En estas zonas de mayor deforma-
cion hay un material muy fino y no cohesivo llamado
harina de falla (fault gouge) que podria formar una
red de canales preferentes para el flujo de agua en la
fractura. Bozzart y Mazureck (1991) estimaron la poro-
sidad de esta harina de falla que oscila entre 0.1y 0.3.
Por otro lado, estudios recientes realizados por
Marshall y Croisé (1999) muestran que la distribucién
de aperturas en la zona de mayor deformaciéon se
puede describir mediante una distribucion log-nor-
mal. La fractura del proyecto GAM ha sido perforada
con 18 sondeos equipados con obturadores que ais-
lan el tramo del sondeo de interés (la interseccién
entre el sondeo excavado y la fractura). La intersec-
cion de la galeria con la fractura ha sido sellada con
resina para impedir el flujo de agua desde la fractura
hacia la interseccion de esta con la galeria (Fig. 1).

Para caracterizar hidraulicamente la fractura se
han realizado siete ensayos de inyeccion de pulso en
otros tantos sondeos para estimar la transmisividad
en un entorno pequeno alrededor del punto de inyec-
cion, y cinco ensayos de bombeo para obtener infor-
macion sobre la heterogeneidad de la fractura en una
zona mas amplia. Aqui se presentan los resultados de
la calibracién conjunta de los cinco ensayos de bom-
beo y niveles en régimen estacionario, es decir, como
informacion para la estimaciéon se emplearon los
datos de descenso en los puntos de observacion en
cada ensayo y los datos de nivel estacionario. La frac-
tura se ha modelado como un dominio rectangular
bidimensional de 184*184 m?, centrada alrededor de
la galeria. La transmisividad se trata como una varia-
ble regionalizada y se ha dividido el dominio en 483
zonas de T, siendo el tamafno de éstas menor donde
se requiere un mayor grado de refinamiento. El coefi-
ciente de almacenamiento se toma homogéneo para
todo el dominio. El modelo geoestadistico adoptado
tiene un variograma exponencial con una meseta
(varianza de In(T)) de 7.4, una estructura de correla-
cion anisotropa con rangos de 0.5 m en la direccion
horizontal y 0.3 m en la direccion vertical. La hipote-
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Fig. 1: Plano de la fractura del proyecto GAM. Los puntos indican las intersecciones de los sondeos con el plano de fractura. La elipse es
la interseccion del tinel desde el que se han excavado los sondeos con el plano de la fractura

Fig. 1: Fracture plane within the GAM project. Points correspond to the intersections of the bore holes with the fracture plane. The ellipse
is the intersection of the fracture with the tunnel from which the bore holes have been excavated

sis de anisotropia en la estructura de correlacion esta
basada en la informacion cualitativa que se tiene
sobre canales de alta conectividad hidraulica existen-
tes en la fractura. Para la calibracion automatica se ha
empleado el programa TRANSIN-II (Medina et al.,
1996). El campo de transmisividades estimado se
puede ver en la Fig. 2, donde se aprecian zonas de
alta y baja transmisividad correspondiendo a posi-
bles canales y barreras de flujo respectivamente. Se
incluyen también algunos de los ajustes obtenidos.

En este ejemplo se observa como la calibracién
automatica permite obtener campos heterogéneos
que con la calibracion manual no resulta posible. A
pesar de la gran cantidad de datos para ajustar, la
semejanza entre los descensos medidos y calculados
es bastante buena como se ve en la Fig. 2.

Criterios de seleccion de modelos
En este ejemplo se muestra la aplicacién de los cri-

terios de selecciéon. Para ello, se define un modelo
sintético que es “la realidad”. Sobre esta “realidad”

se realizan tres conceptualizaciones, de las que una

coincide con “la realidad”.

- Modelo B (real). El pozo de bombeo esta abierto
en una zona de gravas y arena, por encima de la
cual hay una capa de limos formando un acuitardo
que durante el proceso de bombeo recargaria
(gotearia) a la parte inferior. De forma simplificada,
puede suponerse como primera aproximacion que
el flujo en el acuifero es practicamente horizontal
y en los limos que recargan a éste, el flujo es prac-
ticamente vertical.

- Modelo A. La situaciéon es muy similar a la del
modelo real, con la unica diferencia de suponer
que el agua adicional de recarga de los limos no
viene de éstos, sino que por encima de ellos hay
otro acuifero que no se explota directamente y
cuyos niveles no se ven afectados por el bombeo
(de donde proviene el agua de recarga del acuife-
ro inferior). Desde el punto de vista de modela-
cion, ello implica imponer una condicién de con-
torno de nivel prescrito en los nudos superiores de
la malla vertical. Fisicamente, la diferencia con el
modelo “real” esta en que con este modelo los
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Fig. 2. Campo de Log-transmisividades obtenido tras la calibracidn conjunta de los cinco ensayos de bombeo y los niveles estacionarios
mediante el problema inverso geoestadistico. Se incluyen los descensos medidos y calculados en algunos de los puntos de observacién

Fig. 2: Log-transmissivity field obtained after joint calibration of five pumping tests and steady-state heads using geostatistical inverse pro-
blem. Some examples of measured and computed drawdowns im selected observation points are shown

niveles se estabilizan llegando a un régimen esta-
cionario, mientras que en el “real” los niveles se
estabilizan durante un cierto periodo de tiempo
(fase de drenaje diferido) para seguir descendien-
do posteriormente.

Modelo C. Este modelo mas simple supone que la
recarga procedente de los limos es lo suficiente-
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mente pequefna como para considerarla desprecia-
ble. Es decir el acuifero se trata como confinado,
reduciéndose el problema a uno unidimensional.
Este modelo conceptual no podria explicar que los
niveles tiendan a estabilizarse (fase de transicién
del modelo de drenaje diferido). Una posible
forma de explicarlo con este modelo seria que el
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acuifero fuese confinado en un entorno del pozo
de bombeo y libre fuera de éste. Para ello, se ha
supuesto que existen dos zonas de almacena-
miento: una proxima al pozo de bombeo, en la que
el acuifero funciona como confinado, y otra mas
alejada, en la que funciona como libre.

La discretizacion elegida para el modelo real con-
siste en una malla unidimensional, dado que el pro-
blema de flujo tiene simetria radial. Para poder tener
en cuenta la aportacion del acuitardo en forma de
goteo hacia el acuifero, se considera una malla verti-
cal compuesta por dos nudos sobre cada uno de los
de la malla unidimensional del acuifero (en el mode-
lo C que no hay goteo, se utiliza Unicamente la parte
horizontal de la malla). Como condiciones de contor-
no se toma de caudal constante en el pozo de bom-
beo y de nivel fijo a 500 m del mismo, para que no
influya esta condicién en el desarrollo del problema.
Como condicion inicial se toma un nivel constante e
igual a 10 m en todos los nudos. Las condiciones ini-
ciales de concentracidon son de concentracion nula en
todos los puntos, salvo en el de inyeccidon, donde se
pone una masa de 2400 gramos, lo cual equivale a la

inyeccion de un pulso de trazador en el momento de

inicio del bombeo.

Como nos encontramos en un ejemplo sintético,
hay que generar “las medidas”. El proceso de gene-
racion consta de tres pasos:

1. En primer lugar se eligen unos valores de parame-
tros que se van a considerar como valores “verda-
deros” del sistema fisico y que se muestran en la
Tabla 1.

2. Con estos valores “reales” y utilizando el modelo
“real” se efectia una simulacién obteniendo los
valores “verdaderos” de niveles y concentracio-
nes en los puntos de observacion (pozo de bom-
beo y de inyeccion para niveles y pozo de bombeo
para concentraciones).

3. Como todo proceso de medida esta sujeto a erro-

res, a los valores “verdaderos” se les anade un
ruido con distribucion normal y media nula, con
tres valores de desviacion: 0=0.02, 0=0.1 y 0=0.4
para niveles y 0=0.02, 0=0.1 y 0=2 para concentra-
ciones. Estos tres valores representan tres grados
de precisién en el proceso de medicién. De este
modo se obtienen tres conjuntos de medidas

Par. 0=0,02 0=0,1 0=0,04

Verd. A B c A B c A B c
F.obj. - 3800 93.62 31878 249.5 93.63 1343 101.7 93.30 94.76
d, - -47.32 -350.9 -40.11 -4.42 -80.48 33.20 242.2 239.3 233.9

PARAMETROS

T 5.0 5.002 4.999 5.070 5.012 4.997 5.056 5.075 4.969 5.017
K, 10+ 0.1102  9.93:10- - 0.1057  9.65:10- - 8.99¢102 8.72:102 -
S, 10+ 1.29¢10+  9.93105  1.2710+¢ 1.22.10¢ 9.65°105  1.25¢10¢ 1.002104 8.94+10s  1.04+10+
S, - - - 0.1456 - - 0.1345 - - 9.70+10>
S, 0.3 - 0.2948 - - 0.2751 - - 0.2288 -
a, 1.0 1.030 1.002 1.429 1.041 1.011 1.427 1.241 1.219 1.645
] 0.1 0.1068 0.1002 0.1219 0.1076 0.1010 0.1222 0.1197 0.1130 0.1352

Tabla 1. Resultados obtenidos mediante la estimacion conjunta de parametros de flujo y transporte

d,: Criterio de Kashyap (ec. 16). T: Transmisividad. K,: Conductividad vertical de los limos. S Coeficiente de almacenamiento especifico.
S, porosidad drenable del acuifero en el modelo C. S.: Porosidad acuitardo. a,: Dispersividad longitudinal del acuifero. 6: Porosidad del

acuifero

Table 1: Results from the joint estimation of flow and transport parameters.

dk: Kashyap’s criterion (eq. 16). T: Transmissivity. Kv: Vertical conductivity of the silts. Ss: Specific storage coefficient. . S1: Aquifer drai-
nable porosity in model C. Sy: Porosity of the aquitard. aL: Aquifer longitudinal dispersivity. q:Aquifer porosity.
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Fig. 3. Niveles y concentraciones medidos (con ruido ¢ = 0:1) y calculados

Fig. 3: Measured and computed heads and concentrations (noise s=0.1)
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sobre los que poder analizar los diferentes crite-

rios.

Presentamos los resultados obtenidos calibrando
los datos de niveles y concentraciones con el codigo
TRANSIN-Il. En la tabla 1 se presentan los valores
estimados de los parametros y el criterio de Kashyap.
Lo primero que se observa en la Tabla 1 es que los
valores estimados de los pardmetros estan bastante
ajustados a la realidad para los tres niveles de ruido,
aunque evidentemente, la semejanza con el valor real
disminuye a medida que los datos contienen un error
mayor. Los ajustes entre los niveles y concentracio-
nes medidos y calculados para un nivel de ruido o =
0:1 se pueden ver en la Fig. 3. También hay que des-
tacar en la Tabla 1 el valor del criterio de Kashyap.
Para los dos primeros niveles de ruido selecciona
correctamente el modelo “verdadero” (recuérdese
que el modelo seleccionado es el que tiene menor
valor numérico de este criterio), pero falla en el nivel
de ruido mayor. Se ve también que el modelo C es el
peor considerado excepto en el caso de mayor error.

Se deduce, pues, que los criterios de seleccion de
modelos pueden ser de utilidad, aunque no estan
muy extendidos y verificado su rango de aplicacion.
Aunque la presentacién se ha realizado en un ejem-
plo sintético, es posible su empleo en casos reales
(Medina y Carrera, 1996).

Conclusiones

Se ha presentado una breve descripcion de la teo-
ria del problema inverso para una de las posibles for-
mulaciones. Asimismo se ha mostrado su aplicabili-
dad en dos ejemplos. A lo largo del desarrollo se han
discutido algunos puntos que conviene destacar:

En primer lugar, independientemente del método
que se vaya a emplear para calibrar, resulta funda-
mental disponer de un modelo conceptual que repre-
sente de la forma mas precisa posible el sistema que
se desea modelar. Hay que tener presente ademas,
que el proceso de calibracién nos puede conducir en
cualquier momento a replantearse el modelo concep-
tual, debido a resultados andmalos: valores absurdos
de los pardmetros, imposibilidad de explicar los nive-
les y/o las concentraciones con el modelo, etc.

En segundo lugar, hay que tener muy presente
que todos los métodos de calibracion automatica lle-
van a la minimizacién de una funcién analoga a (14)
que es la que controla la diferencia entre los valores
medidos y calculados de niveles y/o concentraciones.
Como ya se ha mencionado antes, la minimizacién de
una funcidn de este tipo no es tarea simple, pudiendo
tener problemas de convergencia que lleven a para-

metros absurdos o que el algoritmo de optimizacion
sea incapaz de alcanzar el minimo. En ocasiones,
empezar desde unos valores iniciales distintos puede
arrojar alguna luz.

Es importante cuantificar bien los errores de cada
uno de los tipos de medidas, para ponderar adecua-
damente las diferentes fuentes de informacién (nive-
les, concentraciones, etc.), pues como ya se ha dicho
los pesos asignados a las diferentes piezas de infor-
macion juega un papel importante en todo el proceso
de calibracion. En cualquier caso, no es conveniente
ajustar en exceso los niveles y/o concentraciones
medidos y calculados, porque si los errores de las
medidas son importantes, se puede estar forzando al
modelo a buscar valores de los parametros que no
tienen sentido fisico. Concretamente, no resulta con-
veniente ajustar dichos valores por debajo de su error
de medida.

En ocasiones puede suceder que el algoritmo de
minimizacién no converja para pesos de la informa-
cion previa (A) bajos. En estos casos puede convenir
empezar con un valor de A, alto e ir reduciéndolo apli-
cando el problema inverso de forma sucesiva. Este
proceso se ha realizado en el primero de los ejemplos
aqui presentados.

Aungue no se ha presentado en ninguno de los
ejemplos la aplicacién de la matriz de covarianza (Z,
ecuacion 15), ésta puede ser de utilidad en la selec-
cion de los parametros a calibrar. Por ejemplo, si un
parametro tiene una varianza de estimacion alta
(valores de la diagonal de %), significa que los datos
son poco sensibles al mismo, por lo que posiblemen-
te sea mejor fijar su valor obtenido mediante alguna
fuente de informacidn (incluso cualitativa) ya que el
valor que obtengamos seria poco representativo
dada la poca sensibilidad de los datos a éste.

En resumen, la calibraciéon automatica evita al
modelista el trabajo tedioso de modificar los valores
de los parametros y realizar un sinnumero de simula-
ciones, pero hay que emplearla con un conocimiento
hidrogeoldégico profundo sobre el sistema que se
desea modelar y con una gran capacidad critica para
analizar los resultados obtenidos en dicha calibra-
cion.
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